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2 作为 环 民 的 “不 变量 ”, 是 刻画 环 的 先进 工具 之 一 。 事 实 上 ,K, HERE 
wm Xing 到 Abel 群 范畴 4G By (JE EO d TP. dEix E K; 群 中 最 重要 的 是 K。 
Z.K ARK. 群 ,而 最 基本 的 是 Ko 群 (可 看 作 是 域 上 线性 空间 维 数 理论 
的 推广 , 它 是 由 有 限 生 成 投射 模范 畴 中 元 素 的 同 构 类 定义 的 Abel 群 , 本 书 
中 将 给 出 三 种 等 价 的 定义 )。K; KAT ae eR ECT uf REN AWARE 
深化 ,事实 上 是 环 上 可 赣 矩 阵 群 (一 般 线 性 群 ) 在 极限 情况 下 的 Abel 化 。 而 
从 范畴 的 角度 上 看 , 它 又 可 由 K。 群 导出 ,至 于 K 群 则 可 看 作 是 环 上 的 初 
等 矩阵 群 (在 极限 情况 下 ) 泛 中 心 扩张 的 核 。 从 同调 的 角度 上 看 ,K,,K， # 
又 都 是 相应 群 的 同调 群 。 对 这 些 内 容 , 本 书 中 都 给 出 详细 的 介绍 。 

代数 民 - 理 论 在 代数 数论 .代数 拓 扑 、 代数 几何 及 算 子 代数 等 学 科 中 起 
着 重要 的 作用 。 比 如 ,代数 数论 中 起 源 于 Fermat 大 定理 研究 中 的 因子 分 
解 问题 的 代数 数 域 ( 有 理 数 域 和 的 有 限 扩 张 域 ) 下 的 类 数 计 算 , 这 事实 上 已 
归 为 KoCOF) 的 研究 ,这 里 的 OF 为 下 的 代数 整 元 环 。 作 为 五 维 以 上 流 形 分 
类 的 主要 工具 ,拓扑 学 中 的 Whitehead 挠 (torsion), 实 质 上 是 所 研究 的 拓扑 
空间 之 基本 群 z BeAr 的 OK. 和 群 人 (Zr) 的 元 素 。 在 研究 连通 拓扑 空 
间 何 时 同 伦 等 价 于 一 个 有 限 CW- 复 形 的 问题 中 ,1965 £ C. T. Wall 进一步 
地 研究 了 由 有 限 复 形 支配 的 拓扑 空间 XCH 外 的 奇异 复 形 SCX) 链 同 伦 等 
价 于 一 个 有 限 长 的 有 限 生 成 投射 模 的 复 形 ), 他 定义 了 广义 Euler 示 性 数 
CHEM) XC XO € Ko (Zr), Hep r AX 的 基本 群 。 而 通常 的 Euler 示 性 数 
即 Betti R(X 的 系数 在 某 一 环 忍 中 的 第 1 个 同调 群 H;(X;R) 之 秩 ) 的 交错 
和 。 对 广义 Euler 示 性 数 , Wall 证 明了 :X 存 在 有 限 自 由 复 形 的 同 伦 型 等 
价 于 X(X)EZ, 即 在 约 化 Ko 群 KoCZxr) 中 X(X) 为 0, 用 拓扑 语言 来 说 , 即 
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Wall 定义 的 有 限 性 障碍 (Obstruction) 消 失 。 现 在 K Rt KH 
Grothendieck 群 , 是 为 了 纪念 在 代数 天- 理论 中 作出 黄 基 性 贡献 的 
Grothendieck, 1957 年 他 关于 代数 几何 中 著名 的 Riemann-Roch 定理 的 推 
广 是 他 从 事 开 -理论 工作 的 源泉 。Riemann-Roch 定理 给 出 了 两 个 上 同调 空 
间 的 维 数 差 公 式 , 这 些 维 数 差 都 可 在 (一 般 ) 环 的 K。 群 中 对 有 限 生 成 投射 
模 得 到 优美 的 类 比 。 对 于 群 论 ,研究 算术 群 ( 李 群 中 带 有 算术 性 质 的 一 类 离 
散 子 群 , 如 实数 域 中 区 的 整数 加 群 Z,GL。(3) 中 的 GL, (Z), SLi CO P 8 
SL, (2 )， 或 更 一 般 地 代数 数 域 正中 代数 整 元 环 Of 上 的 SL, CO), GL, (Ox) 
等 都 是 ,这 里 GL, X n 阶 一 般 线性 群 (n 阶 可 逆 和 矩阵 群 ),SL。 表 特殊 线性 群 
CTW AA IN GL, 之 子 群 ) 中 是 否 每 一 个 有 限 指数 的 子 群 都 包含 一 个 同 
余子 群 , 即 著名 的 同 余子 群 问题 (比如 ,对 交换 环 R LE SL(R) =limSL, 
GO, f£X IIR, Ni SLOR,J)={(AE SL(R) | A=I (mod J)} Jj SL(R) 
关于 理想 J 的 同 余子 群 )。 同 余子 群 问题 在 单 群 分 类 中 有 重要 的 意义 , 它 
5K 群 的 计算 也 是 密切 相关 的 。 关 于 KK; 群 , 目 前 在 代数 数论 中 计算 或 估 
计 代数 数 域 下 之 代数 整 元 环 OF WK, 群 , 仍 是 热门 的 前 沿 课题 之 一 ,有 大 
量 的 问题 尚 待 研究 。 至 于 高 阶 K 群 (K; 群 ,i 守 3), 尤 其 是 域 与 整数 环 的 高 
阶 KK 群 , 因 与 上 -函数 的 特殊 值 有 密切 关系 ,因而 能 反映 出 数论 中 的 一 些 信 
息 , 已 受到 数论 研究 者 的 重视 。 对 于 算 子 代数 ,代数 KK- 理 论 ( 尤 其 是 K。 群 
5 K 群 ) 已 成 为 有 力 的 工具 之 一 。 近 期 的 成 果 十 分 丰富 ,二 十 世纪 八 十 年 
AM CHORES RAW KK- 理 论 专著 。 

在 二 十 世纪 五 十 年 代 尚 无 代数 KK- 理论 这 一 术语 出 现 , 第 一 本 代数 K- 
理论 专著 [Bass,1968] 是 H. Bass 在 1968 年 完成 的 (R. S. Swan 1968 年 的 
专著 [Swan,1968] 以 Bass 的 书 作 参考 文献 ) ,1978 年 数学 的 Fields 3 4$ F 
1976 年 解决 Serre 猜测 的 D.Quillen 后 ,这 一 学 科 更 加 引 人 注 目 。 1990 年 
之 前 在 美国 4 数学 评论 》(Math. Rev. ) 与 德国 《数学 文摘 》(Zbl) 的 分 类 中 ， 代 
数 代 -理论 还 只 是 隶属 于 同调 代数 的 小 分 支 。1985 年 作者 在 美 访问 时 ,不 
少 同 行 告知 ,他 们 已 强烈 要 求 将 代数 K- 理 论 单 列 为 大 学 科 , 在 1991 年 ,这 
两 家 权威 杂志 的 分 类 (2000 年 分 类 也 是 ) 中 已 将 代数 K- 理 论 列 为 与 数论 、 
复 变 函 数 、 泛 函 分 析 、 几 何 学 、 偏 微分 方程 等 并 列 的 大 学 科 )(19XX)。 由 此 
也 可 看 出 代数 KK- 理 论 的 发 展 速 度 与 重要 性 。 

代数 人 -理论 对 拓扑 学 与 几何 学 中 的 向 量 从 理论 的 应 用 特别 引 人 注 目 。 
ik E.B 为 两 个 拓扑 空间 ,p:E 一 B 为 连续 ( 满 ) 映 射 。Y6bEB, 原 象 p (D 
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XX pEb 上 的 纤维 (fibre), 三 元 组 ( 玉 ,p,B) 称 为 B 上 的 一 个 从 (bundle)， 
B 称 为 此 丛 的 基 空 间 , 已 称 为 此 丛 的 全 空间 , 户 则 称 为 其 丛 投 射 。 若 又 有 连 
Sets: B—>E E ps-—IQCOB 上 的 恒 同 映射 ), 则 称 s 为 此 从 的 一 个 截面 
(section), 一般 地 ,截面 未 必 存 在 ,如 二 维 球面 S^ 上 不 存在 连续 的 切 向 量 
g. YAE, p, DHE -AARRE F EARE m Ea E a 
Y] EL E M 85 E 3 3E (ORI V OC BL RA b HARR UIE UC EWA BM A 
同一 维 数 (对 Fm ££ 29 B8) WH, CE, p, BO X fr X 5 & 
从 1930 年 ,这 个 概念 首次 出 现在 流 形 的 拓扑 与 几何 问题 中 。1950 年 
有 较 完 美的 形式 与 理论 。1960 年 , M. F. Atiyah 5 F. Hirzebruch 4 
Grothendieck 的 研究 方向 作出 了 出 色 的 工作 ,发 展 了 这 一 理论 。1955 年 ， 
J. P. Serre 得 到 了 一 个 关键 性 的 结果 : 仿 射 答 (affine variety)( 代 数 曲 线 、 代 
数 曲 面 的 抽象 与 概括 ?上 的 向 量 丛 与 此 入 的 坐标 环 上 的 有 限 生 成 投射 模 之 
闻 有 一 一 对 应 的 等 价 关 系 , 后 来 , 当 域 下 一 系 ,C( 复 数 域 )》、 豆 (四 元 数 体 ) ,以 
COD Xm X 8| FE. AEREA, LARRAN: KA CWEK X 
上 的 天 -向 量 丛 范畴 自然 等 价 于 CCX) 上 的 有 限 生 成 投射 模范 畴 。1962 F, 
R. W. Swan 又 将 此 结果 更 进一步 地 推广 为 :当下 上 一 民 ,C WH, AR Hausdorff 
空间 关上 的 所 向 量 从 范畴 自然 等 价 于 C(X) 上 的 有 限 生 成 投射 模范 畴 。 
由 此 建立 了 一 座 大 桥 ,沟通 了 拓扑 K- 理 论 与 代数 KK- 理 论 的 许多 结果 与 方 
法 。 作 为 一 个 例子 ,我 们 来 简 述 一 下 拓扑 学 中 KO 群 与 代数 人 -理论 中 的 KK。 
群 的 一 个 优美 关系 。 对 如上 的 两 个 从 二 (Ei,p1,B) 与 名 二 (EF; p B) E 
义 它们 的 直 和 (也 称 Whitney W., AER) y &DE =E, DE: ,gq,B), 其 中 
E, BE, = (Ga eDlp Cer) = po Ces) e, E Eise: EE,)},g(e,es)=pi(e)(= 
pie). MAAACELP BSCE’ op BD) RAN fel S E XA Cu f): (Esp, 
B)—(E' ,p' , BO, KP u:E>E ,fiB—B' AE pu—fp 的 连续 映射 。 

当 B—B'.f—lI,y Hu WB 上 从 范畴 中 的 态 射 (morphism), 由 此 可 定 
LAE., ALEJ RAE, P, BENEA., TEA O E H 
诱导 一 个 相 容 的 运算 ( 仍 记 为 由 ,与 代表 元 选取 无 关 )。 于 是 

3un(B) — (LE ], CB] CE, p, BAK, 

VecCB) (E, GE, p, B) 9 MEA) 

都 是 Abell 半 群 ( 且 有 零 元 素 , 因 而 又 是 带 么 半 群 (monoid))。 在 》1 中 我 们 
将 对 每 一 个 Abel 半 群 进行 “( 群 ?完备 化 ”得 到 同 构 意 义 下 惟一 的 Abel 群 。 
将 7ecCB) 的 ( 群 ) 完 备 化 记 为 K"(B) ,将 有 限 生 成 投射 CCB)- 模 的 同 构 类 所 
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成 的 Abel 半 群 的 群 完备 化 记 为 K,。(C(B))。 由 上 述 的 Swan 的 结果 可 知 ， 
% B X% € Hausdorff Z B m, K^ CB) —K,(CCB)) C XX E 3E E SE EH). 
因此 拓扑 学 中 开 " 群 的 计算 常 可 归 为 代数 计算 。 

本 书 是 作者 在 南京 大 学 近 二 十 年 讲稿 的 基础 上 写成 ,主要 立足 于 介绍 
代数 K- 理 论 及 其 应 用 的 基础 性 内 容 , 其 中 包含 了 作者 及 学 生 们 在 业 师 周 伯 
圳 先生 指导 下 所 得 的 部 分 结果 ,也 包含 着 作者 本 人 尚未 发 表 的 一 些 结果 ,前 
12( 或 前 10) 节 可 作为 数学 系 硕 士 或 博士 研究 生 ( 或 学 习 代 数 方向 的 高 年 级 
本 科 生 ) 一 学 期 讲课 内 容 ( 对 本 科 生 必要 时 补 一 点 投射 模 基 础 即 可 )。 后 19 
(或 后 21) 节 即 可 作为 博士 生 进 一 步 学 习 的 内 容 。 

从 另 一 角度 看 ,本 书 又 是 一 本 代数 KK- 理 论 的 入 门 性 专著 。 阅 读本 书 的 
读者 (只 要 求学 过 线性 代数 与 近世 代数 ) 当 有 能 力 在 各 节 中 解答 一 些 问 题 ， 
比如 补 上 未 加 详 述 的 证 明 ; 从 各 节 设 立 的 一 些 注 中 找 出 研究 性 的 问题 ;也 可 
JAB CASH SHH RAR RE R & 9 (Silvester, 1981] 与 [Rosenberg， 
1994jJ 等 书 中 的 习题 进行 练习 。 困 此 ,为 了 不 约束 读者 的 思路 ,本 书 不 再 另 
设 习题 。 此 外 ,我 们 认为 在 阅读 或 学 习 本 书 之 前 读 一 下 [ 周 伯 勋 ,1988] 5 
[4 x 3€ ,1998 | E A AH. 

按照 惯例 ,本 书 中 的 环 均 指 有 单位 元 的 结合 环 ,( 左 、 右 ) 环 模 均 指 西 模 ， 
本 书 的 参考 文献 中 ,外 语 论文 的 作者 按 字典 序 排列 。 同 一 作者 的 论著 将 用 
作者 (或 第 一 作者 ) 的 姓 ( 名 )( 而 不 是 姓 的 第 一 字母 ) 后 加 发 表 年 代 作 序号 按 
发 表 期 排列 ,同一 作者 同一 年 发 表 的 不 同 论著 则 在 年 代 后 再 标 下 足 码 1,2， 
…。 中 文 作者 的 文献 则 按 笔划 序 ,这 将 会 给 读者 带 来 方便 。 

定理 .命题 ,推论 与 引 理 的 编码 中 第 一 数字 为 其 所 在 节 数 ,第 二 个 数字 
为 在 该 节 中 的 序号 。 比 如 定理 2.1 表示 82 中 的 第 1 条 定理 ,这 样 ,读者 在 
阅读 后 文 用 到 前 面 的 结果 时 是 会 感到 方便 的 ,因为 本 书 中 的 节 次 (虽然 分 到 
各 章 ) 统 一 编号 ,无 重复 。 

在 本 书 中 除 ( 外 国 ) 人 名 及 环 类 缩写 字母 外 ,凡是 可 作为 函 子 (或 与 函 子 
有 密切 联系 ) 的 字母 也 都 用 正体 ,以 求 醒目 。 为 方便 读者 ,本 书后 面 列 有 常 
用 符号 表 , 以 备 读者 查阅 。 

本 书 是 在 南京 大 学 的 支持 与 鼓励 下 完成 并 出 版 的 。 在 本 书稿 的 多 年 使 
用 中 ,听课 的 研究 生 ( 如 今 已 有 十 余 位 在 教授 岗 工作 ,其 中 七 位 在 博士 生 导 
师 岗 工作 ) 提 出 了 许多 宝贵 意见 。 这 两 年 听课 的 研究 生 ( 欧 阳 柏 玉 , 唐 高 华 ， 
周 德 旭 , 黎 奇 升 , 张 良 云 , 祝 家 贵 , 卢 丹 诚 , 吴 俊 , 肖 光世 , 陈 卫 星 , 张 洪波 , 毛 
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立新 , 王 永 铎 , 石 小 平 , 张 国 印 等 ) 还 对 打印 稿 作 了 极为 细心 的 校正 ,在 此 也 
一 并 致谢 。 

本 书 尽 管 经 过 了 多 年 的 努力 ,限于 著者 的 水 平 , 不 妥 之 处 ,甚至 错误 之 
处 ， 仍 难以 免除 。 元 请 专家 、 学 者 以 及 本 书 的 读者 们 不 部 指正 。 
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2003 年 5 月 于 南京 大 学 
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第 一 章 Ko 群 的 基础 理论 


本 章 是 K. 群 的 最 基本 的 理论 ,主要 是 介绍 Ko 群 的 三 种 等 价 定义 。 第 
一 种 定义 立足 于 半 群 的 完备 化 ,将 环 RR 的 K, 群 定义 为 有 限 生成 投射 ( 左 ) 
KR- 模 同 构 类 对 加 法 所 成 的 交换 半 群 的 ( 群 ) 完 备 化 ,一 个 由 KR 确定 的 Abel 
群 ;第 二 种 定义 立足 于 自由 Abel 群 的 商 群 ;第 三 种 定义 则 立足 于 在 线性 代 
数 中 早已 为 读者 熟悉 的 宕 等 矩阵 。 我 们 证 明了 这 三 种 定义 的 等 价 性 以 及 
K。 WaT. FAM BETAS HK, 群 结构 或 性 质 反 映 出 的 环 
性 质 。 对 不 带 单位 元 的 环 , 也 给 出 了 Ko 群 的 定义 ,并 且 证 明了 这 种 定义 对 
有 单位 元 环 ( 本 书 中 除 特 别 声明 外 ,所 用 到 的 环 都 指 有 单位 元 的 结合 环 ) 使 
用 所 得 的 Ko 群 与 上 述 的 三 种 定义 是 一 致 的 ( 同 构 的 )。 对 概括 广 的 重要 环 
类 一 一 半 局 部 环 , 在 3 3 中 证 明了 半 局 部 环 的 Ko 群 必 为 2" 形 的 有 限 生成 
自由 Abel 群 ,同时 给 出 了 对 群 环 的 应 用 。 在 这 一 节 中 从 K 的 函 子 性 出 
发 ,又 给 出 了 一 类 IBN 环 (特别 是 交换 环 ) 以 约 化 群 作 直 和 项 的 Ko 群 分 解 。 
在 32 中 ,用 的 水 子 性 还 给 出 了 多 项 式 环 及 群 环 的 Ko 群 的 分 解 。 在 3 4 
中 介绍 交换 环 的 局 部 化 及 有 限 生成 投射 模 的 局 部 秩 , 利 用 Ko 群 给 出 了 环 
连通 性 及 拓扑 空间 连通 性 方面 的 有 意义 的 结果 ,更 显示 了 Ko 群 的 应 用 价 
值 。 


$1 HA Ko 群 (Grothendieck 群 ) 


先 从 半 群 的 ( 群 ) 完 备 化 谈 起 ,以 给 出 K 群 的 第 一 种 定义 法 。 事 实 上 ， 
由 非 负 整数 加 法 半 群 N 得 到 整数 加 群 Z, 或 由 乘法 半 群 2 ==Z\{0}; 得 到 有 
l 
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理 数 乘法 群 都 是 半 群 完备 化 的 结果 。 知 道 交 换 整 环 ( 无 零 因 交换 环 ) 的 
分 式 域 或 更 进一步 地 知道 交换 环 局 部 化 的 读者 将 会 看 出 ,下 面 用 到 的 方法 
实质 上 是 构 作 分 式 域 或 局 部 化 方法 的 特殊 化 (这 里 只 牵扯 到 一 种 运算 )。 
üt S 为 交换 (加 法 ) 半 群 ,但 未 必 有 单位 元 ( 零 元 )。 在 SXS 上 和 定义 关 
系 
(x,y) ~ lus SI AtEs 

使 

ctutt=ytutt, NMx.y,.uve€S 
CH S 为 可 消 半 群 时 ,z 可 省 去 )。 显 然 , 这 是 一 种 等 价 关系 , 记 [ (zx,y)j] 为 
(xz,y) 所 在 的 等 价 类 。 并 定义 运算 

[cr] EG 0] = EG x y 0] Vr yr yw ES 

不 难看 出 ,这 是 与 上 述 等 价 关 系 相 容 ( 即 与 代表 元 选取 无 关 ) 的 且 满 足 结合 
律 与 交换 律 的 加 法 运算 。 同 时 

[zyz)j = [L(y,y)], VzyyE sS 
即 为 此 运算 下 的 零 元 素 ( 简 记 为 0) 。 于 是 由 

LG] [Ges] =LGz 二 yz 十 y)] =0 

知 

[(x,y)| =—L(y,7x)j, Vx.y€5 
这 样 ,我 们 就 由 S 得 到 一 个 加 法 Abel 群 , 记 为 G= 二 SxS/~。 对 S 与 G 可 
定义 一 个 标准 的 半 群 同 态 ( 建 议 读者 自 证 :此 标准 同 态 为 单 同 态 OS S 为 可 
消 半 群 ) 

op: S— G; ah l(r4+2,2)] 
BR o HR Ime 生成 G( 记 为 (pg(S))==G 或 (Imq) = 二 G)。 现 在 来 证 明 标 准 
同 态 ¢:S>C 或 者 说 (G,q)) 有 如 下 的 泛 性 质 (universal property), 记 为 (G， 
p) E UP 或 简 记 为 PE UP, 有 时 也 记 为 GE UP. 
UP: 对 任意 的 群 H 与 任意 的 半 群 同 态 ¢:S—H, 3 S—£—-gG 

(存在 惟一 ) 群 同 态 0:G 一 日 使 右 图 为 交换 图 ， wl .2 


即 bp 一 凡 用 范畴 语言 来 说 , 即 S—G 为 范畴 {S 一 >H| yy 
日 为 群 ,Vy 为 半 群 同 态 } (其 中 的 态 射 用 交换 图 常规 地 定 
义 )) 中 的 始 对 象 。 
事实 上 ,定义 6([(z,y)])= 二 p(x) 一 J(y),Yx,yE Sn E SS) 
群 同 态 且 
Óp(x)— Cr+ 7,2) D 
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= pr + r)— Pr) = plr), YTES 
因此 6o 9, 而 0 的 惟一 性 则 由 G=(Imepy 即 知 , 于 是 我 们 可 得 : 

引 理 1. 1 (交换 半 群 完备 化 (completion) 定 理 ) 设 5 为 交换 (加 法 ) 半 
群 ( 未 上 必 有 零 元 ), 则 

(D 有 Abel 群 GCS 的 完备 化 ,也 称 为 S 的 Grothendieck 群 , 常 记 为 G 
(S)) 与 半 群 同 态 o:S 一 G 使 pE€E UP( 即 具有 上 述 的 泛 性 质 ); 

(2) 在 同 构 意义 下 ,(G,9) 是 惟一 的 , 即 若 又 有 8 :SS ~G 
G' 使 og'€ UP, 则 有 群 同 构 a:G 一 G 使 右 图 为 交换 图 , 即 9 "| a,” 
=a, 2 3! 

证 “由 前 段 构 作 与 说 明知 ,这 里 只 需 证 (2)。 下 面 用 ^ 
常规 证 法 (凡是 具有 某 类 泛 性 质 的 对 象 ,车 存在 ,都 可 用 此 法 证 其 ( 同 构 意义 
下 的 ) 惟 一 性 )。 

HG, p) E UP 知 同 态 a:G>G 存在 ,使 8g =p, H(G, g) € UP 知 同 
AS B:G' 一 G 存在 ,使 9 二 Bp ,于 是 有 Bog o. (AR H=G, p= e. h LA 
在 惟一 的 0:G 一 G 使 po 二 0p。 另 一 方面 ,显然 恒 辣 同 态 I;:G 一 G 也 使 p= 
Jp。 于 是 由 上 知 I = 二 9=pBa。 同 理 知 Ba 一 1; 。 故 a 为 同 构 。 [ 

tO HERR 的 定义 中 只 要 求 R 对 加 法 为 交换 半 群 (有 零 元 时 ,是 么 
半 群 ) , 则 称 尺 为 半 环 (semiring) , 仿 前 再 定义 乘法 为 (将 [Ce,o)j 视 作 a — 5 
容易 理解 此 定义 ) 

[Ge JEGA sy ]= [rr + yy zy 4 x0]. Vx yx sy ER 
即 得 半 环 的 完备 化 ,在 纤维 从 理论 中 常会 用 到 。 

下 面 对 一 般 的 环 R, 记 f.g. PRM A ARAMA ADR BUR, Bic 
集合 

Proj(R) = {(X)(X 的 同 构 类 ) | X € f. g. Pet) 
再 定义 运算 
(X) +Y) = X OY. V X.Y € f.g. PRM 
ji] E X, Pro3 ROO AE KR (AAS ITO). FRA Ko 群 的 第 一 种 定义 法 : 

定义 11 设 R 为 任意 环 , 称 交 换 半 群 Proj(R) 的 完备 化 为 R 的 KK, 和 群 
(也 称 为 R 的 Grothendieck 群 ), 记 为 Ko CRO g KoR, 即 Ko CR) — GCProj 
(R)). 

值得 注意 的 是 ,前 面 已 要 求 读者 证 明 : 对 交换 半 群 $S, 标 准 同 态 8:S 一 G 
(S) 为 单 同 态 的 充 要 条 件 是 S 为 可 消 半 群 。 而 Proj(R) 通 常 都 不 是 可 消 半 
群 ,因此 9p:Proj(R) 一 Ko。(R) 通 常 都 不 是 单 同 态 。 这 里 牵扯 到 一 个 着 名 的 
难题 一 一 模 的 直 和 消去 问题 ( 即 由 模 同 构 MBDA 二 NDA 何 时 蕴含 者 MM 二 
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N 的 问题 ) ,这 也 是 近 二 十 年 来 的 一 个 重要 热门 课题 ,但 所 得 结果 离 人 们 期 
望 的 相差 其 远 。 值 得 一 提 的 是 1993 年 R. Camps 与 W. Dicks Æ[ Camps, 
1993] 中 证 明了 :一切 Artin 模 都 可 在 直 和 中 消去 。 这 是 一 个 十 分 引 人 注 目 
的 结果 ,由 此 可 推出 对 Artin £P R, Proj RO ÆRA. fe REP] ERI IB nd 
题 中 , 武 同 锁 在 他 (1994 年 ) 的 博士 论文 中 定义 了 环 的 弱 稳 定 度 等 概念 ,在 
此 基础 上 给 出 了 一 系列 有 价值 的 结果 (后 已 整理 成 论文 数 篇 在 国内 外 发 表 ， 
见 [ 武 同 锁 ,1994 等 )。 

现在 再 给 出 K 群 的 第 二 种 定义 法 。 

对 任意 环 尺 , 取 F= ICR) ALL Proj(R) 的 全 体 元 素 作 基 的 自由 Abel 
群 , 记 

R= (O»-O)»-— OQ | P.QE f. g. PRO 

(注意 ,这 里 的 (P) 十 (Q) 一 (PDQ) 是 了 中 的 运算 ,而 非 Proj(R) 中 的 运算 , 因 
此 一 般 地 并 不 等 于 0)。 显 然 久 为 了 的 正规 子 群 ,因此 商 群 7/2 HE), 
将 标准 同 态 x:. 关 >3/3 下 《P) 的 象 记 为 LPj, 即 x(《P)) 二 [LP]。 我 们 证 明 下 述 
的 定理 1. 1 后 即 看 到 : 取 33/ 人 3 为 R 的 Ko 群 即 给 出 与 第 一 种 定义 法 等 价 的 定 
义 (定理 1. 1 中 的 Ko(R) 暂 且 表 示 第 一 种 定义 给 出 的 RR 之 K 群 )。 

定理 1.1 对 任意 环 RR, 

Ko CR) 一 2/2 = (([P] = (P)(mod 2) | P € f. g. PRM?) 

Bl GCProj CR)» — 2/4, 

证 H FREIER, IR rn i AC 


[Pi pQi-LPi-cr[Q). VP,QE f g. Pr (1) 
由 此 合并 9/3 RTR PIERE KIE, A 


而 
Ko (R) = G(Proj(R)) = {[((P),Q))] | P,Q € f. g. PrM) 
于 是 定义 映射 
0: Ko CR) — F/R 
[KPQ] H [LP] —[Q] 

容易 看 出 0 为 满 映 射 , 且 为 群 同 态 。 又 可 证 0 为 单 射 , 因 此 为 群 同 构 。 OO 

按 定理 1. 1, 今 后 我 们 不 再 区 分 GCProj CR) 与 多 有 史 , 统 一 记 为 Ky CR), 
从 而 有 : 

命题 1.1 对 任意 环 R， 

Ko (R)= {[P1— LQ] | P,Q E f. g. PRM) 
= {[Pı]— LR" ] | P, €f.g PR E } 
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= (LP, ]—nLR] | P, € f.g. PR € N? 
证 ”由 定理 1.1 之 证 中 的 (1),(2) 知 ,只 需 证 第 二 等 式 。 
事实 上 ,由 QEf.g. PM MAR DSR ,于 是 有 
[P]—[Q] =[P]+ [Q.] - <LQi+la) 
—-[PQQ]-I(R"'J 
取 Pi = PDQ, 即 得 欲 证 。 a 
对 于 Ky CR) P 88263 RTA AS AY AL P ERR : 
命题 1.2 ”对 任意 环 R, fE Ko(R) 中 
[P] = [Q] 3n E SPOR ~QOR 
此 时 称 P,Q 为 稳定 同 构 的 ( 准 同 构 的 (stably isomorphic)) , 记 为 P ŠQ. 
证 =>: [Pj]==[Qj 即 [Pj 一 [Qj==0, 按 第 一 种 定义 这 也 等 价 于 L(《P)， 
(Q))] 二 0 二 [CC0),《0))j, 即 3 T€ f. g. PRM {ECE Proj RO rf 
(P? 十 (0) 4D) = (Q) +400 十 《了 
即 
POT-—QGOT 
^ TOT, —R'.Bofg POR —QODR", 
<=, # P=Q, MA nl f& POR —-QOR' Wl 
[P]+(R"] =[Q]+(R"] 


WyELPI-[QI. L] 
由 上 证 可 得 : 
推论 11 VP.QEf.g.P,M,P—Q& ITEL. g. PR fH PPT=Q 
CT. 
值得 注意 的 是 : 


同 构 => 稳定 同 构 
——— 


( 见 后 面 的 例 1) 
这 说 明 即 使 在 f£. g. Pe 驶 中 有 限 生 成 投射 模 ,甚至 有 限 生 成 自由 模 , 也 木 必 
可 从 直 和 中 消去 (在 向 量 从 范畴 “ec(XX) 中 对 应 地 有 :向 量 从 ,其 至 平凡 从 未 
必 可 从 直 和 中 消去 )。 因 此 直 和 消去 问题 与 稳定 同 构 何 时 为 同 构 的 问题 是 
密切 相关 的 。 对 一 些 特 殊 的 环 类 可 得 到 比较 显 见 的 结果 。 比 如 ,当天 为 
域 ,更 一 般 地 为 除 环 时 f. g. PRM=EL. g. Free, MCA MR M AH 民 模 范畴 。 
在 这 里 即 有 限 维 线 性 尺 空 间 范 畴 ) 。 因 此 
P œ= Q & dim P= dim Q, VP.Qcf.g. PRM 
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当 R 为 PID( 主 理想 整 环 (类 ) , 记 为 REPID, 比 如 ZEPID, 域 下 上 的 一 元 多 
项 式 环 F[X]E PID) 时 ,自由 模 的 子 模 仍 是 自由 的 。 因 此 f. g. PpM=teg. 
Free M 也 成 立 , 再 注意 到 PIDCIBN( 不 变 基 数 环 类 ,RE IBN 即 指 R"——R" 
时 必 有 六 2。 如 交换 环 , 左 ( 右 )Noether 环 都 是 IBN 环 ) ,此 时 稳定 同 构 即 
同 构 。 因 此 (和 暂 将 下 面 的 rank 视 作 dim, BP rankP=n «5 PR") 
P XQ c Pœ Q € rankP = rankQ 
当 R 为 局 部 环 时 ,由 于 投射 民 模 都 是 自由 R- 模 , 且 局 部 环 也 是 IBN 环 , 此 
时 这 一 结果 仍 成 立 。 对 上 述 这 些 环 类 的 尺 ,将 PEf. g. P.M 的 稳定 同 构 类 
[P] 对 应 着 rankP, 由 (1) 式 与 
rankC P @ Q) = rankP + rankQ 

得 下 述 的 有 用 结果 。 

定理 1.2 设 R 为 PID( 比 如 为 域 , 除 环 ) 或 局 部 环 ( 未 必 是 交换 环 ), 则 

(D K,。(R) 二 (作为 Abel 群 ); 

(2) Æ f. g. Pk 中 稳定 同 构 即 同 构 ; 

(3) Æ f. g. Pr 中 直 和 消去 律 成 立 。 

1976 年 美国 数学 家 D. Quillen 与 前 苏联 数学 家 A. Suslin 独立 地 解决 
了 Serre 问题 ( 见 [Quillen,1976] 与 [Suslin,1976], 他 们 证 明了 :对 PID 环 
EW n JG ZB ER R f. g. PLU f. g. Free, 990, KZ) RE MFR CU 
如 见 [Swan,1990]) 都 认为 这 方面 更 深入 的 问题 仍 有 很 大 的 研究 价值 。 
1986 年 我 们 在 [ 佟 文 廷 ,1986] 中 定义 了 PF 环 的 概念 , 即 称 使 f. g. Put — f. 
g. Free, 9t HIIR R H PFI., 在 此 基础 上 已 有 不 少 研究 成 果 出 现 ( 比 如 [ 佟 
3X:3£.1989 ],[ Tong,19941,[Chen，1995,1996 ] Æ [Liu ,2000 |), xf PF 
环 显 然 仿 上 可 得 如 下 推广 : 

定理 1.2” i REIBN() PF, WEM 1.2 中 的 (1),(2),(3) 成 立 。 

此 外 可 证 :对 Dedekind( 整 ) 环 ,定理 1.2 中 的 (2),(3) 仍 成 立 ( 见 LBer- 
rick,2000 D, 

下 面 举 一 个 例子 说 明定 理 1.2 中 的 (1),(2),(3) 对 一 般 的 环 未 必 成 立 。 

例 1 设 下 为 域 ,V 为 下 上 的 (可 数 ) 无 穷 维 线性 空间 , 则 R= Homr 
(V,V) 为 环 ,由 VDBV 二 V 知 ,作为 左下 模 

R@ R= Hom;(V.V) @ Home(CV ,V) 
=~ Homr(Y ODBV,V) = Hom:(V,V)=E 

于 是 及 全 0, 但 显然 RX0。 因 此 ,对 这 个 环 尺 , 定 理 1.2 中 的 (2),(3) 都 不 成 


YH R€ IBN, 
6 


第 一 章 K. 群 的 基础 理论 (8 1) 

下 面 再 证 定理 1.2 中 的 (1) 也 不 成 立 。 事 实 上 ,我 们 可 证 K (RK) 二 0。 

由 ROR- RE, MALRI+ LR] - (RT E Ks(R) 中 ), 因 此 [RJ==0 且 
更 一 般 地 LR”] 二 0,YmE€.。 

任 取 P€ f. g.P,M. WA nE. 5 QC f. g. PM fe 

POQOQ-—R'-—R 
于 是 可 认为 P 候 Q=R。 因 此 有 正 交 宕 等 元 pq € RE p^ =p. =g paS 
Jp 一 0) 使 P—Rp.Q—Rq HR=RpORg. Hi CE XI ENA 民 模 ， 
V — RV = pV QD qV 

这 也 是 扯 线 性 空间 的 直 和 分 解 。 因 此 由 dim;V — oe 4. 4A — RH REG 
dimppV=co. Bl pV 二 V( 作 为 已 线 性 空间 ), 于 是 有 Hom; (PV. V SRE 
为 左 ROB. HERP 中 元 素 均 可 表 为 rp,rER 而 rp(pv) 二 rp(v) Vv€V 
( 即 rp:pV->V 为 rp:V->V 在 pV 上 的 限制 ), 因 此 有 单 的 左 民 模 同 态 P 


— - Hom, CoV. V) —R, fd i(rp)(v)=rp( pv), Vv€V., Fl Bu Win 


同 态 即 知 i 为 同 构 :P —R.BSJIELP]—0. 
HE EER ae Hom; (pV.V) X V vcV 定义 ri sub at pv). W r€ 
Hom: (V.V =R. HER 


ri (qu) = aCpquv) = 0, VvcWV 
LE riq=0. 因此 rn = 二 rip 十 rg 二 rrpEP, 即 nEPH 
ri GU = ri Cpu) = al pv), vve VIr |y =a) 


即 i(r) 二 a, 于 是 i 为 同 构 且 [Pj 二 0。 而 由 [Rj 二 [Pj 十 [Qj 知 [Qj=0. 故 
K, (R) 一 0。 这 是 非 IBN 环 的 一 个 具体 例子 。 


OrdTR] 二 co, 反之 ,车 Ord[R]=1 过 20, 则 有 LR'j=0, 于 是 有 0<sE，” 使 1 
+s>0 H R SR, BI REIBN. FRA: 

命题 1.3 REIBN S fE K,(R)# Ord[ R]=% 

由 此 命题 可 看 出 :REIBN( 比 如 R 为 交换 环 ) 时 ,K, (R) 必 有 同 构 于 . 
的 子 群 。 在 8 3 中 我 们 将 对 交换 环 R 进一步 地 证 明 K。(R) 必 有 同 构 于 -的 
直 和 项 。 

现在 我 们 用 下 一 命题 说 明 对 交换 环 尺 ,K,(R) 也 是 一 个 交换 环 。 

命题 1.4 设 民 为 交换 环 , 则 K, (RK) 在 

LPjQj = [PRQ], VP.QE f.g. PRM 

作为 乘法 时 为 交换 环 , 且 [LRj==1( 单 位 元 )。 

证 {FR P.QEf g. P,9 WA mnc 5 P,Q etg. P.M, tE PH 
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Pj 二 R” ,.Q@Q, =R" 于 是 由 
R™~ R" QR ~ (POP) @(QGA) 
~PRQD((POQ)ACP: OD DP OQ)? 
知 PCOQC f. g. PRM. 

LE P ÀP’, Q 全 Q'( 即 [P]=[P],[Q]=[Q]), 则 易 验 知 [P@Q]= 
[P'QQ' 了 ,于 是 LP][Q]=[PQQ] 的 定义 与 稳定 同 构 类 的 代表 元 选取 无 藉 。 
再 从 @ 在 同 构 意 义 下 的 分 配 律 与 结合 律 即 知 K (R) 在 上 述 运 算 下 为 交换 
环 ( 注 意 PRQ~QSP), mih REOP=P,V PEL g. PeM 知 此 环 的 单位 元 
HCR]. a 

由 命题 1. 2 与 命题 1.4 立 得 : 

推论 1.2 设 REPID( 比 如 R 为 域 ) 或 RR 为 交换 局 部 环 , 则 有 环 同 构 
K, (K) 二 ..， 

注 @ ”有 限 生 成 理想 都 是 主 理想 的 整 环 称 为 Bezout 环 , 半 遗传 (有 限 
生成 理想 都 为 投射 模 的 环 称 为 半 遗 传 环 , 见 [ 余 ,1998]) 整 环 称 为 Prufer 
环 。 显 然 

PID Bezout  C Prufer 环 

可 以 证 明 ; 苦 尺 为 Bezout 环 , 则 K, CO ZK(R[ xi 5, DSS ARAR 
[xr ses, |] 都 为 PF 环 。 此 外 , 若 已 知 R 为 Prufer 环 , 则 K (RIS OR 为 
Bezout 环 。 尽 管 此 结果 很 像 Dedekind MH R, K.CRO — - SRE PID. fH 
PID 5 Bezout 环 仍 是 不 同 的 概念 。 比 如 复数 域 ~ 上 的 代数 整数 环 为 
Bezout 环 ,但 非 PID, (UL[ McDonald,1984 D, 

下 面 我 们 证 明 与 Euler 示 性 数 有 关 的 命题 。 

命题 1.5 设 民 为 任意 环 , 且 有 fg. PLC IER PI 


d H di 
0 P, => P, RP, P, + 0, 


则 在 K GB. S DEP] = 0, 
iE i Ko Kerd, .由 设 知 有 如 下 短 正 合 列 
0 — K, ->= P, — P, — 0, 
0 — K, — P,— K,,—> 0, 1 = 2.7.n—] 
0 — P,—P,,-——K,.--0, 
由 已 的 投射 性 知 Pi =K, P, ,因此 K, € f. g. PM. B CAR 
[P] = [KI] [P] 
用 归纳 法 知 K_, Ef.g. PME PK OK, RECP, ]=CK,]+CK.], 
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第 一 章 K 群 的 基础 理论 (31) 


-Pp，,] 二 [P,] 十 [K,,] 依 次 代入 即 得 ST D'CP.] =o. " 


XQ 设 REIBN,MEFFR, 即 有 M 的 有 限 长 的 有 限 自 由 分 解 
0 — F, = + — F, > M — 0, YF, € f. g. Free, 9t 


可 定义 M 的 Euler zx TEC 
y(M) = > (= 1)'rankF, 
7=O0 


更 一 般 地 ,对 有 限 长 的 有 限 投 射 模 复 形 ( 称 为 有 限 投射 模 复 形 )(C,d) = 
(CC, d) (C, € f. g. PDO A ELE Euler 示 性 数 

(€ = >X DEC] (有 限 和 ) 
因此 Ko CR) 5 Euler 示 性 数 有 密切 关系 ( 见 | 佟 文 廷 ,1989])。 

为 了 刻画 Ko (PS> HAR., RIAS AW FEX: 

定义 1.2 设 民 为 任意 环 ,PEf.g. PMW, BA mE N 使 POR” € Fre- 
eg M, (BIA On eo 0n coffi PAR” =R"), WK PABEBAH(4# 
自由 的 (stably free)), 记 为 PESFrM. 

E f. g. PpM=SFe 纲 , 即 一 切 有 限 生 成 投射 左 尽 模 都 是 稳定 目 由 的 , 则 
称 尺 为 PSF 环 , 记 为 REPSF。 若 SF, 9t—f. g. Free, Mt. WHR RA SFF Hid 
为 RE SFF( 见 [ 佟 文 廷 ,19861)。 对 右 民 模 可 类 似 地 定义 PSF 环 与 SFF 环 。 

显然 有 

f. g. Free, DM C SF, MC f. g. PRM 
于 是 我 们 可 将 解决 Serre 猜测 的 Quillen-Suslin 定理 的 广义 研究 归 之 为 PF 
环 即 PSF 环 与 SFF 环 的 研究 。 因 为 显然 有 
PF = PSF f) SFF 
现 已 知 SFF 二 UCP( 见 [Lam,1978])( 么 模 列 都 可 作为 环 R 上 的 一 可 逆 方 
阵 的 一 列 时 R 称 为 UCP 环 ), 因 此 这 方面 研究 又 归 为 PSF BH. 

注 @ ”定义 1.2 PRE. g ERER” "moe" iE d^ 2B «8 
则 将 会 导致 平庸 的 定义 ( 引 不 出 新 模 类 )。 事 实 上 ,1972 年 M. R. Gabel 在 
HE IE P aECOLam1978 D: Pf. g. MIBA mec fli POOR" 
€ Freep Jt, Jl] PE Free; 9t, X. S. Eilenberg 证 出 : 若 P € £. g. PM. M HA 
mm 二 co 使 PAR” € Free, Jt, 3x H 82 PCDOQE € f. g. Free, M, H 

PO O(QQGOP QOO(QGQGPGODO---—UOdGgGQgq(QuPgoQqdgq:- 
~ E” € Free, MW 
即 知 。 
现 来 刻画 使 K (RSZ WHR, BINE: 


代数 KK 理论 


命题 1.6 (D 对 任意 环 R. PESE, M e[PJ€ -[R]: 

(2) 对 任意 环 R.K, GO — Z[R]e P € PSF( BP SF, 3t—f. g. P0 i 

(3) BR WRK WAAR K,(R)=LORE PSF. 

证 “显然 只 需 证 (1)。 因 为 (1) 之 (2),(3) 是 显 多 的 。 

设 PESF, 9, BIA mone 使 POR" —R", THE K RF 

[P] = (R"] — IR" =@™—m[RI€ [R] 
反之 , 设 [P]=:[R]rE- WAse. 8:150. Fe 
[POR] = Gr [R] = [R] 
故 由 命题 1.2 XUÉ n fi 
P@R OR = R" 

Bl PE SF, M. O 

更 一 般 地 ,我 们 有 ( 抑 [ 余 文 廷 ,1986]): 

$78 17 REIBNMPSFEK,(R)=” Af /(CRD-1. GER WE 
换 环 时 f AMA.) 

证 >: HL RC€IBN fl. Vn€ .rankR’ =n 是 惟一 确定 的 ,而 由 RE 
PSF An, V P€f. g. PRM, PC SFM. BI m.n€ 使 PDR" 二 R"。 定 义 


rankP=n—m, X. P —Q.BI £i tE fi PIR'—QGOGR'Blyb rankP = 
rankQUiEXX. P.QC f. g. P,SD, FEX 
fi Ky QR) > © 
LP] |> rankP 

即 得 (Abel) 群 同 构 且 使 CRD =1. 

=, 设 f 为 群 同 构 日 /([RD)=1. 则 R >R S m=n, TH R€IBN, 
XVXVPCÍg.P,9j.d f(L[Pj)==1€ ^ ADA s €. fi 

fLP@R -—f[R^]rn-5s29 

但 f 为 群 同 构 ,因此 [PDR' ]=[LR J.B POR LRU3 ,这 就 证 出 了 PE 
SF, M, Lj] 

注 @ 注意 及 为 局 部 环 或 PID 时 , 当然 有 RE IBN(] PSF., X Hi 
Quillen-Suslin 定理 知 PID 上 多 元 多 项 式 环 为 IBN AW PSFK. FEM OF 
E 1.7 我 们 又 一 次 看 出 这 些 环 的 Ko 群 都 同 构 于 Z。 

对 于 上 面 定 义 的 FFR 5 SF, 踊 , 我 们 可 得 一 个 有 用 的 线条 : 

命题 1.8 对 任意 环 R. fg. PpMMFFR=SF, M. Bl. fe BR 
为 有 FFR 的 有 限 生成 投射 模 。 

证 ”由 命题 1.5 与 命题 1.6(1) 即 得 。 E 
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第 一 章 K. 群 的 基础 理论 (2) 


UL 一 一 一 一 一 一 一 


§2 Ko BERE ES Ko 的 函 于 性 


在 本 节 中 我 们 介绍 环 的 Ko 群 的 第 三 种 定义 法 (第 一 ,二 种 定义 法 见 
$1) .我 们 将 会 看 到 :多 一 种 定义 法 即 多 一 个 方便 的 工具 。 

ib PEf g. Ps 观 , 则 在 同 构 意义 下 可 以 认为 有 Pi EM POP: =R” 
AWWA R” =R" (R ER m 元 列 向 量 所 成 的 KR- 模 )。i 记 


p; R(= PDP)-> P, (r.y) > (x,0) 
则 p =pER" "ARSE ple = Ir, pR" —P—Imp. 对 PRP, =R” Ñ 
边 取 无 穷 直 和 , 则 又 有 POR 一 R*。 因 此 也 可 认为 上 述 的 为 


R= (^ A ) jme ii fi p ERU” 


1A REREAD KP p|” , ) 且 与 己 是 一 一 对 应 的 。 类 似 地 若 QE 


x. 


f g. PM. WS QQ =R" WA EAE EE q CR". fH Qa Img= qR" ,也 可 以 
认为 == |" | Jen. IRIPQQARSUXPELDRO 中 的 震 等 阵 p, 


p 


qg POQ WX R^ ”中 的 寡 等 阵 pQDa-— q 。 下 面 来 定义 与 此 


0. 
s ORB ZB RE SEE BO — fp Ar AR ,为 此 先 证 明 如 下 引 理 : 

引 理 2.1 对 任意 环 尺 , 设 P,QC f. g. PM AWM p^ —b€ R"",q' = 
gE R"", 则 下 述 三 点 是 等 价 的 : 

(1) P 二 Q( 作 为 左 RÝR); 

(2) 有 x,yER ,使 p= 二 xy,4 王 yr( 对 称 分 解 ); 


c» £r veGLaos | (" ; ) finer E wEGL do 使 upu = 


g( 大 相似 ) ,其 中 pq HAR 中 元 素 。 
iE (D 之 (2): Hie P—pR",Q—qR'.R" = pR" OU Por" R" 
=R; PA- PYR". HAT pR” ~gR" 开拓 为 同 态 (a,0):R”" 一 R" ,将 a 
开拓 为 同 态 (e-1,0):R"~>R" (注意 直 和 项 上 的 同 态 一 定 可 以 开拓 ), 则 (a， 
0) 相 当 于 左 乘 y€ R”",(a ,0) 相 当 于 左 乘 ER”, H pcryqyr.Xj 
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代数 K Hib 


应 到 RU BO. 
(2) 之 (3) :对 已 知 的 p= ry q= yx. Ht a= pxqb—qyp. WA 

ab = (pxq)(qyp) = pxqyp = pxyxyp = p = p 

同 理 有 
ba = (qyp)(prq) =q 
MH a.b ZUGE a= pa=aq, b=qh=bp, FÆ 
2 

( Qu) mde nHn BRIO HD 

id 


则 uj =I. ,因此 Uy =u; HR 


0 
TIAE 
Hu LI Hu — 
1 0. 1 1 q 
0. 0. 


右 端 经 对 应 置换 矩阵 TCR 给 出 的 相似 变换 ( 行 对 调 与 相应 的 列 对 调 ) 
maf” | ): MUR u= Tu, 即 得 upu’ =q. 


ID 


0 a 
0 0 


(3) —(OD: 由 upu =q Mu 对 应 着 同 构 且 up = qu BRA p =Imp= 
Imq—Q. L 
RO 在 引 理 2. 1 的 条 件 下 ,不妨 设 mon, FÆ g = 二 g€ R”* “可 看 作 是 


| ,因此 p.a 都 是 R” ” PARSE. Pide] BRIPCAO CO RS 


Uu n 


(2) : A r, yE R” "(fi p=xy.q=yx 
3Y: A u€ GL, (RYE upu | =q 


L Berrick 2000 ]uEBH T : (3) aO » | Blackadar, 1986 | 证 明了 : GRO 


(事实 上 (3) (1) 5 CP 都 容易 证 出 的 ,(1) X9 (32 OB $ 1 的 例 1) 也 可 证 
明 。 建 议 读者 一 试 。 
由 此 可 看 出 ,将 矩阵 通过 上 面 的 方法 “ 变 大 ”的 优越 性 。 
现在 可 来 证 明 如 下 结果 : 
命题 2.1 对 任意 环 R， 
D Ëp Sp é 一 gE R WESS 2. 1 中 的 (2)( 或 (3)), 记 为 p~ 
12 


第 一 章 K 群 的 基础 理论 (、 2) 
一 一 
gq, 则 “一 ”为 等 价 关 系 ; 

(2) iu AN p= pCR WENKT~" "WSR BUE 
P 
= (pq? 


(p) d- (qo =< q 


0. 
则 Idem(R) = (D |p? — € R^ ““} 为 交换 半 群 ( 且 是 么 半 群 ); 

(3) IdemC R) zc Proj CR) CE R EJH). 

证 (D 由 引 理 2. 1 ,注意 引 理 2. 1 之 (1) 中 的 同 构 显 然 为 等 价 关 系 , 即 


An" A Se XR. 

(2) 容易 看 出 这 里 (p) 十 (9) 与 等 价 类 代表 元 选取 无 关 即 得 (2)。 

(3) 由 本 节 开 头 PEf. g. PM 5E p—p ER T ——X .Hi5138 Z.1 
BI 18. E 


H $1 中 K, 群 的 第 一 种 定义 :K,(R) 二 G(Proj(R)) 用 命题 2. 103) BI 
得 下 述 的 : 

定理 2.1 K,(R) œ G(IdemCR)) 

这 就 给 出 了 Ky 群 的 第 三 种 定义 法 ( 即 以 GCOldem RO) TES R W Ks 
AE) —— FAS EY EK 

于 是 我 们 有 了 K 群 的 三 种 等 价 的 定义 : 


第 一 种 定义 SS 第 二 种 定义 
(用 半 群 完备 化 ) (对 自由 群 加 关系 ) 
| 定理 2.1 
第 三 种 定义 
( FA Fe a EE) 


第 三 种 定义 法 有 独特 的 优点 ,比如 注意 到 R77 — (RU (注意 
R- 全 元 素 左 上 角 罕 等 阵 阶 数 m ZIP n R m — ncc rn R00 rn BI RBS 
过 右 下 角 补 0, ,或 0, ,成 为 n 阶 窒 等 阵 (R”" 上 1X1 REER R "ER C 
十 1) X (k 十 1) 知 等 阵 )。 由 此 立 得 (用 其 它 方法 来 证 十 分 复杂 的 ) 下 述 结 末 ， 
它 事实 上 是 K, HÉBU— PP“ 55” Morita 不 变性 ,也 常 被 称 为 Ko RRJ Morita 
不 变性 ( 环 R,S 是 Morita $ fft 85 & di 30053 MM Me GMs) WEE 
ao RAS ALLER] R&R". Yn 之 1。 (AR AS REOR HUE n1 f S 
cR''"), 

定理 2.2 对 任意 环 R.KQOO —KSQOU, Yn 之 1(K。 群 的 Morita 
不 变性 ) 。 
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代数 理论 


BE BER ARS 时 也 可 证 K (R) ~K, (CS)( 见 [MeConnell,1988]) 。 

HK, 群 的 第 三 种 定义 又 可 立即 看 出 下 述 结果 : 

命题 2.2 HERI R.H f. g. PRN. f. g. P, (有 限 生 成 投射 右 RE 
范畴 ) 定 义 的 K,(R) 是 一 致 的 ( 同 构 的 )， 

1966 年 A. Steger 在 [Steger,1966 中 对 任意 的 交换 环 RR 与 2 之 1, 证 明 
THRSEBA-—t+ AA NHR E=ECR™’ WA P.QEGL,(R) fi 
PEQ 为 对 角 阵 e 相似 于 对 角 阵 (当然 对 角 阵 的 对 角 元 都 是 R OY 
元 )。 

如 果 对 交换 环 RR, 及 任意 的 n 之 2,R"“" 中 的 窜 等 阵 都 可 (用 相似 变换 ) 
xf fB (c gk R Jj PT (projective trivial ring), 记 为 REPT, 可 证 ; 当 IC 
J(R),R/IEPT hf. wa REPT, H PT 环 对 四 封 闭 , 见 [McDonald,1984]。 
对 R 的 素 根 rad(R)= f P. Æ I[Crad(R) , 则 更 进一步 地 有 Re PTOP/I 


E PT。 用 第 三 种 定义 可 立 知 :车 RE PT 为 连通 坏 ( 只 有 0,1 为 过 等 元 的 
环 ,也 称 为 不 可 分 解 环 ), 则 KCR) S, BRE RPDS PRA 
R: 

命题 2.3 i REPT 为 连通 环 . 则 RR 为 PF 环 ( 即 K CRO—Z.H RE 
SFF=UCP), 

证 VPEf.g. PM., HAM P=Imp. Wik p = pE R", upu 一 di- 
ag(e, «se, ), Ill 

P = Imp =~ Im(upu’) œ Re, OB Q Re, 

不 失 一 般 地 设 OA ep =e, CR I =1ye st. e =O.jHttl on, BR ik 
Ale, = =e, =1, FH P—R'.BDPCÍ. g. Free, M,. pr P HIES tR R 
C PF, L] 

注意 在 交换 环 范畴 中 , 零 维 环 ( 对 Krull 维 数 ,比如 Artin XS BD A F 
环 ) ,整体 维 数 为 0 的 环 ( 即 Artin 半 单 环 ), 弱 维 数 为 0 的 环 ( 即 von Neu- 
mann 正则 环 ), 半 局 部 环 ( 当 然 包 括 局 部 环 ),PID,Bezout 环 等 都 是 PT 环 
( 见 [McDonall ,1984」 ,同时 容易 看 出 PFCPTCSFF(=UCP) ,对 整 环 ,PT 
一 SFF( 见 [1McDonald,1984 D, 

在 4 中 我 们 将 用 [ 佟 文 廷 ,1994] 中 的 结果 将 命题 2. 3 改进 为 :对 交换 
KHR,.REPT H RiFIGORE PF, 

下 面 来 研究 Ko PPR PE. DAR BST BUE RI BS ALK CHE. 1998 | 
第 一 章 。 

R R.S 为 环 ,f:R 一 S 为 环 同 态 ( 本 书 的 环 同 态 均 保持 单位 元 ;。 由 此 
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第 一 章 K. 群 的 基础 理论 (8 2) 


知 SE .路 (在 了 作用 的 意义 下 规定 ser=sxef(r), YrER,S. TES),. ic 
S@P=S@P. VP c,9n 
由 SƏR=S 4.34 PBQ=R' HAA S- 模 同 构 。 
(SOP) P (SOQ? 
~S POQ ~ SOR" = (SQR =S 
因此 ,SP Ef. g. PM. V PEF. g. PM, FEN EX 
f 
f. =K (A) :K (R) — K, (S) 
LP CSOP] 

XD 上 述 $S 的 R- 模 结构 是 由 了 给 出 的 ! 当 f:R 一 ->R 为 环 的 满 同 
AA Kerf—ICGR 的 理想 ) 时 ,后 一 个 环 R( 事 实 上 即 R/T) 作 为 前 一 个 环 R 
上 的 模 应 看 作 R/I( 考 虑 模 乘 法 )。 因 此 Ko (PPD — LR/IODP JALRE 
P]. mrg AARS H Kooqgq PD-[P]vP€tfg PM. Haan 
记号 Ot 比 C9 的 含义 更 明确 。 

在 上 述 记 号 下 ,我 们 有 : 

命题 2.4 E f:R 一 一 S 为 环 同 态 , 则 

(D 六 二 KK,CP) :KR) 一 一 KK (S) 48 Abel 群 同 仿 ; 

(2) S R.S ARMA f SERALE. 

证 (D (ERR P, ,P, €f. g. PDM, B] 

f. GP, JAIP D = f. (P OP) = L5 (P, PD I 

=[(S@PI Ð (SO Pd] 
=[SQP]+[SQP:] = f. CP D+F. AP) 
因此 f. 为 群 同 态 。 


(2) 当 R, S 为 交换 环 时 K,(R),K。(S) 都 是 交换 环 , 昌 对 任意 的 P,P 
C f. g. PRM A 


(SGPOGQ(SQPozI(O QS QGQPo 

~ P,O SQP) =S (Pi QP) 

~ $6 (0 QP) 
FA ICA. Se 保持 乘法 对 应 ，。 X S@R=S, Ast f. 保持 单位 元 对 应 。 故 f， 
为 环 同 态 。 口 


15 


代数 天理 论 


注意 到 上 述 命题 中 K,( 户 (CCR])=LSj, 由 命题 1.3 立 得 下 述 已 知 结 采 
的 简单 证 明 : 
推论 2. 1 设 有 环 同 态 f:R-—S, H SEIBN, 则 REIBN. 
Wing, -GCBIB; 90 . ZRing 各 为 环 范畴 ,Abel 群 范畴 与 交换 环 范畴 ， 
我 们 有 
定理 2.3 K,:2ing——~-G fé JE AE PR T. ; 
K,: Ring 一 >_Ring th dé dE 25 PR T. , 


证 设 /:R 一 >$,g:S 一 一 都 是 环 同 态 , 则 
TO) CS 9 P) — (T6050 COP — TOS P. YPE f.g. P.M, 
因此 
Ky (Gg) Ko Cf = Ko (gf) 
又 对 恒 等 同 态 Ip: R>R, GRA 
K, Cr) = Ik œ : KC CR) > Ko (R) 
故 Ky: ing -G ALES IR T. 
后 一 结论 是 显 见 的 。 C 
利用 Ko 的 范 子 性 可 得 到 一 些 有 趣 的 应 用 , 先 来 证 明 如 下 命题 
命题 2.5 设 有 环 同 态 :R>S EgiS—R ffi gf= Ir, W 
(OD K,( 放 为 单 同 态 ,因此 在 同 构 意义 下 , Ko ORO A Ko CSO BS FE C4 
R.S 都 为 交换 环 时 为 子 环 )。 记 为 K,(R)<K.(S); 
(2) K,(g) 为 满 同 态 , 因 此 Ko CO 29. K,(S) 的 商 群 (R,S 为 交换 环 时 为 
商 环 )， 
(3) 有 Abel fi& [s] f4 
K, (CS) —K, (R)@OKerk, Cg) =ImK, Cg) OKerK, (g); 
(4) # SEPSF, 则 RC PSF, 
证 由 K, 的 函 子 性 知 
KDK CÓ = K (gf) = Kye) = Ikw 
由 此 即 得 (1)、(2)。 而 (1) 之 (4) 是 显 见 的 (注意 SE PSFSK,(S)=[S5]A 
K f(_LRI])=LS]. HK, Cf) BN AK. CR)=-[R]). 
再 由 <G PIERS 


Q 一 > Kerk, (g) —À Ky CS) 


ImK,Cg) — 0 
| Ko Cg) Wi 
Ka CR) 
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第 一 章 K 群 的 基础 理论 (8 2) 


的 可 和 裂 性 (由 Ky (gd Ko S) = Tyce) 知 ) 即 得 (3). [| 
由 此 命题 可 立 得 如 下 的 有 用 推论 : 
R>>5 


推论 2.2 设 民 为 任意 环 ,S=R[Ezx zj 三 xy 为 标准 单 同 态 ， 


giS ~R 使 g (A(x, son) AC 0)( 即 对 7 元 多 项 式 取 常 数 项 ), 则 
gr 一 到 .因此 KOAR AS, Kio (ASB 
K, OR xi. D ~ Ko UR) PD Kerk, (g) 
推论 2.3 设 尺 为 任意 环 ,G 为 (乘法 ) 群 ,S$=RG(CR EXT G 的 群 
R ^S S .R 
Ho. f: rhre, ’ 5 rg; I-Er, 
同 态 ,K,(g) 为 满 同 态 ,同时 
K, CRG) ~ Ky CR) © KerK, (g) 

REO ”命题 2.5 ,推论 2. 2, 推论 ; 2.3 中 将 Ky MMH hse ERT F: 
Ting--G 时 也 真 ( 同 法 证 )。 因 此 这 三 个 结果 对 一 切 K- 群 (如 本 书后 面 的 
K, HE K: 群 ) 都 真 。 

HQ R XAA Noether 环 且 任 一 有 限 生 成 左 尽 模 都 有 有 限 的 投射 
维 数 ( 左 整体 维 数 le DCR) BY DAR oo) I BK R 为 左 正 则 环 (left regular ring), 
J. P. Serre 给 出 一 种 处 理 分 次 环 的 办 法 证 明了 下 述 的 Grothendieck 定理 
( 见 [Bass，1968]) ; 设 民 为 左 正则 环 ,T 为 自由 交换 么 半 群 或 自由 Abel HE, 
W K CR) 与 K,《R[T]) 同 构 。 因 此 Ko (Roa, DSK CR). FRE, 
他 证 明了 更 一 般 的 结果 : 设 R=OR, 为 分 次 左 正则 环 , 则 包含 映射 ( 同 态 ) 
i;R, 一 R 诱导 出 一 个 群 同 构 Ko (O70);K,(R,) 一 K,(R)。 此 外 对 正则 环 尺 ,还 
可 证 明 K, CO —K, (人 (CR)) 一 KZCR)) ERARA R EIF. mM 
QOCOR)3S R E fg ^y 3 3-48 CUL MceConnell.1988 D, 


注意 在 有 单位 元 环 范畴 =ing 中 通常 的 环 直 积 (也 称 直 和 ) OR, 已 不 是 
范畴 意义 下 的 直 和 。 这 是 因为 
R; — 6G R, 


r [—*(O. n 0.7.0) 


La 的 单位 元 为 (lx stad 0 D ,从 而 不 是 通常 意 
义 下 的 环 同 态 。 因 此 无 法 直接 应 用 命题 2.5。 虽 然 可 用 模 论 的 方法 ( 较 繁 
地 ) 证 出 下 述 结 果 ( 见 LSilvester,1981j) 。 但 用 Ko 群 的 第 三 种 定义 可 给 出 
非常 简单 的 下 述 证 法 。 


HAAR. A ef=. Rit K NAH 
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命题 2.6 设 环 R-OR, MW K QO-—GK R). M K, HF SOA UI 
交换 。 

证 ”由 归纳 法 原理 知 , 只 需 证 n=2 的 情况 。 可 设 R=R1DRi 注意 到 

Idem(R) = ldem(R,) x IdemCR:) 
GLCGR) = GL(R,) X GL(R,) 
用 定理 2. 1 即 得 证 。 [ 

这 里 我 们 又 一 次 看 到 K。 群 的 第 三 种 定义 的 优越 性 。 

由 命题 2.6 可 以 方便 地 求 出 一 些 环 的 上, 群 。 

例 1 d R-—-l/peebl e nete. 为 nn 个 不 同 的 素数 ,由 

pitt pa- ~ -/fhi n e ose Ce z/p,- 
An S RAY BAA Abel 群 同 构 ( 也 是 环 同 构 ) 
Ko (2 / ppt pro) 7 
更 一 般 地 EE poe 为 局 部 环 (a, 之 1), 也 有 Abel HC) [a] f4 
KC / pi piel) 全 2 

下 面 再 来 简单 地 介绍 一 下 ,如 何 从 (有 单位 元 ) 环 的 K 群 去 定义 无 单 
位 元 环 的 Ka f. 

设 了 为 环 ( 未 必 有 单位 元 ,如 环 的 理想 ) 记 为 Te =ng, 如 众所周知 ,在 
I,-10.€-G 中 定义 乘法 (记号 六 来 自 拓 扑 学 .拓扑 空间 X 上 加 一 个 基 
点 后 , 常 记 为 X+ ): 

Crm) Cym) = (zy +mr+ry.mn),Va.y € Ioemyn € e 
则 使 1, =I € ing, RRITA 1, 一 (0,1)。 
容易 验证 :ng 中 的 同 态 8;1->1 诱导 出 :2.ing 中 的 (保单 位 元 ) 同 态 


BD I., (z,n) |= (B(x) an) 


Ax B f) FR +’ 3E FE EE p+ ng 一 ~ 二 ing。 当 TE Xing( 即 
1, 存在 ) 时 ,定义 


oil, 一 > 1 2( 有 单位 元 环 之 直 积 )， 


Crn) > (tn. dl) 
则 可 看 出 a 为 一 一 对 应 且 使 a(0,1) 二 (1,1), 同 时 
a (Cr.nDCy,m))— a(Cxy + mx + ny ,mn)) 
= (ry +mr+ny-+mn * lmn) 
= (rt+ne],.2)Cy+mei;.m) 
= aCCGrn))aCCy.m2) 
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第 一 章 K 群 的 基础 理论 (8 2) 


引 理 2.2 i I€ zing, M KRH a: L > 1O 为 (保单 位 元 的 ) 环 同 

构 。 
显然 有 加 法 Abel 群 正 合 列 ( 不 要 求 了 工 有 单位 元 ) 
Q—— I—II. -> — 0, 


这 里 ,ixz)= 一 (Cr0),az) 一 7 YXETI,nE€E. ,其 中 的 gg 也 是 -ing 中 的 环 


同 态 (i RAEN). Fo ARIS g 5K, G): K) KK, (CS. EX 
Ky (1) = Kerg. 即 得 TE -ing 的 K, 和 群 。 

现 来 证 明 : 

命题 2.7 当 TE "ing 时 这 一 定义 与 前 面 的 定义 是 一 致 的 。 

证 当 I € “ing Hf. Wü Xp E x& BJ eg A cing 中 的 环 同 态 

f: 7 —*l. 
n > (0.7) 

IE & YI 


使 gf 二 1. 因此 由 命题 2.5(03) 之 证 知 有 可 裂 的 Abel # 


0 -一 > Kerg. — K,(I.) => K, (7) — 0 
BUR K, C1, )~Kerg. OK, ( o—Kerg. DI, 


再 由 引 理 2.2 知 有 :ing 的 环 同 构 I. 一 [ 约 .于 是 由 命题 2.6 知 
K, (In) ~ K,(D BK (2) & Ky (1) OG: 
由 此 知 
Kerg. 8 — K.OD 0S 7 

注意 - AÉEDAUDBB)COS3U—-Gr»OL[Cohn.1956]8x| Walker.1956 D . 故 
Kerg. 全 天 (7 , 即 , 这 一 定义 与 前 面 的 K, 群 定义 对 ”ing 是 一 致 的 。 C] 

注 由 注意 由 :=ing 到 :ng 放松 了 对 同 态 保持 单元 对 应 的 要 求 。 比 如 
RE -ing,n 之 1, 在 -ing PRA — Bra] ds FRR 一 庆生, 即 foo rl, 给 出 的 
WAS ,而且 不 存在 从 R "SR 的 任何 同 态 。 但 在 :ng 中 只 要 定义 fo) 


r Qo 0 
O 

=| O Vr€ R 就 能 给 出 R BR NAA. m aF I6] se 
0 


RP "SIR 的 同 态 。 对 于 ng, 引 则 是 范畴 意义 下 的 直 积 。K, :ng 一 …G X 
明了 于 .因此 由 命题 2.7 可 立 得 KR, ARE K, (OR WHAM, 
利用 本 节 的 定理 2.2 我 们 可 给 出 例子 说 明 上 节 的 命题 1. 7(RCIBNH 
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代数 下 理论 


REPSF © K CR) 一 - Af FOLRD =D) BAIE" FCR D— 1" DAA L 
的 ,同时 也 说 明 在 K CR) 人 -的 情况 下 [R] 未 必 为 K,(R) 的 生成 元 。 

例 2 Yt F Aig.R=F" ".n>1, 

由 定理 2.2 d K CR) 全 fe FSF eM H R= POOF 


ERM, Ast F Ef. g. PM H[R]—»|LF"]. BAC 1€ LRj, 因 此 LR] 
不 是 K, (R) 的 生成 元 且 F ESFM ah 1.60. AUER REPSF. 注意 到 
BSE IBNG V men. BE ACS" ", BES "fF AB=1,,BA=1,(8¥ 
直接 用 基底 的 S$- 线 性 变换 证 此 结果 ,也 可 见 [Cohn,19791]), 立 知 这 里 的 R 
(由 于 FEIBN) 为 IBN 环 。 因 此 ,即使 对 1BN 环 ,REPSF 5E KC RISE — 
般 地 也 并 不 等 价 。 

由 此 例 容 易 看 出 与 Morita 等 价 相关 的 一 个 结 

命题 2.8 设 SSR” JERAR Ef] nox n BEAM Ko CS» E 
WEIPIIPCf.g. PDOP n| [S]. RÄ PEf. g. PM f n Pi=LS]. 

这 条 命题 是 用 K., BEBE — AAR E EA E E E TT RZ 
( 4| McConnell, 1988 |), 

在 本 节 中 我 们 已 站 在 范畴 的 高 度 看 到 K 的 函 子 性 。 现 在 我 们 顺便 再 
看 看 :为 什么 K CR) ALA MAB EF f. g. PRM 而 不 用 PMGSY 
R-RW)? WIA LIE f. g. MA BRE n, R- He eR) fep? 我 们 先 粗略 地 
介绍 一 下 K. 群 的 范畴 定义 法 (更 精确 更 详细 地 介绍 将 放 在 8 15)。 

1. i (为 带 积 范畴 ( 即 + AEM RAS ST LK (C09 C fli A—A 
|0—0]A.A] B—-BLIA.AL](QBICO—C(ALB) 1C. VA. B,Ce€ t. kt ün 
(=f, g. P M.P M. M.f g. pM FDR HH in). $ GE LG. o: 
(>G Wig ASA itela — 9CAD H. ¢(ALB)=¢(A)+ zG 
p(B)( 此 时 称 o 为 保 积 映射 ) 。 若 (G,8) 满 足 如 下 泛 性 质 ， 

对 任意 的 G'E -G 与 保 积 映射 %: (一 G 有 惟一 的 群 同 态 “| vm 
f:G 一 G 使 右 图 为 交换 图 , 则 称 G 为 (的 KK, 群 , 并 记 它 C 
WK. CO). 
7 E th TEA X TF A AR RR 9: (OKO EM. A 
Ko Cf. g. PL9t, @) = Ko CR) 
2. 设 .7 为 正 合 范畴 ( 即 … AB RA VA. BELA EAB) € fi 


0 —> A--» & A.B) 一 一 卫 一 0 


为 7 中 正 合 列 )。 令 CE-G2:7 —G 满足 A—A'€ St eCA) = A’) 
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第 -- 章 K 和 群 的 基础 理论 (83) 


H g(A)+ eCB) = @(&(A.B)). VAT (G, p) i a BZ e 


质 :对 任意 G'E -G 与 具有 上 述 性 质 的 qi 7 一 ~G 有 惟一 ,| n^ 
的 群 同 态 卫 使 右 图 为 交换 图 。 此 时 称 G 为 . /的 K, 群 , 记 
fF Ku,(. ,显然 当 (G,g) 存 在 时 K, CO EF fe HL — A9 C [n] 
构 意 义 下 )。 

对 fg.P8 嘱 也 可 由 正 合 范畴 的 办 法 定义 开 , CR) =K.,, Cf. g. PRO (HE 
(P.Q)=POQ) ,对 fg.x 吕 也 可 用 带 积 范畴 与 正 合 范畴 两 种 办 法 定义 K, 
(R)( 所 得 结果 当然 是 一 致 的 )。 经 常 记 Ko Cf. g. 4990 A GCR) CULL Bass. 
1968j 与 本 书 $ 16), 容 易 证 明 下 述 命题 。 

命题 2.9 设 (为 带 积 范畴 且 对 无 穷 ( 可 数 ) 积 是 封闭 的 (比如 P,9D. 
则 Ko CO 0 为 平 几 群 ,因此 K, (Pn) 二 0。 

证 YAE‘, L A=BLMWALB=B, FR ERA G 3c EE « 
中 对 象 同 构 类 的 半 群 之 群 完备 化 , 记 A.BE( 对 应 K,。(() 的 元 素 分 别 为 
[A]. LB]. Æ 


LA] +[B] = [B] 
因此 LA |=0,8& KCO =0. 
FH E a eA LA. P900 ARE f. g. PRM RRL, Dt RE f g. Wt ERR BERGE 
到 平凡 的 Ko ff. 
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$3. 半 局 部 环 的 KK。 群 与 环 的 约 化 群 


定义 3.1 设 民 为 环 (未 必 为 交换 环 ) , 若 R/T CR) AACA) Artin 环 ， 
其 中 J(R) 为 R 的 Jacobson 根 . 则 称 为 半 局 部 环 (semilocal ring) 。 

显然 RR 为 半 局 部 环 售 R/J(R) 为 半 单 Artin 环 ( 不 分 左 、 右 )。 

半 局 部 环 是 慨 括 广 的 一 大 环 类 ,由 定义 立 知 ; 域 . 除 环 当然 是 半 局 部 环 、 
局 部 环 ( 使 R,J(R) 为 除 环 的 环 ) 也 是 半 局 部 环 ， 可 以 证 明 民 为 局 部 环 二 R 
有 惟一 的 左 ( 右 ) 极 大 理想 过 >R 有 惟一 极 大 理想 (在 RE Ring 时 ,这 里 的 
“=>” Ay GR A=” fA RE Ring 时 不 行 , 比 如 一 “有 惟一 极 失 理想 0. 但 
-”…" 非 局 部 环 )。 另 外 .由 于 左 ( 右 )Artin 环 的 同 态 象 仍 为 左 ( 右 ) Artin 环 ， 
左 ( 石 )Artin 环 ( 比 如 有 限 环 ,Frobenius 环 , QF 环 都 是 Artin 环 ) 当然 也 是 
半 局 部 环 。 还 有 两 类 环 :完全 环 (perfect ring) 与 半 完 全 环 ,也 都 是 半 局 部 
环 。 这 里 说 的 左右 ) 完 全 环 是 满足 下 述 等 价 条 件 之 一 的 环 :(1) R/T CO 
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半 单 Artin BA J CRO  ZEOBO T BREW GX BA T 3€zR transfinite, Bl 
Vai.as, € J (RMA n ffi ajar a, 0(a,77a;a1 70005 2D FACADE 
理想 满足 DCC( 降 链条 件 );(3) 平坦 左 ( 右 ) 民 - 模 都 是 左 ( 右 ) 民 投射 模 ;(47 
f£-A CBO RBM 都 有 投射 盖 (projective cover), 即 有 PEP, WPM) 与 
满 同 态 e:P MAAU TZE : HEEN QEP MPM) 5 ifi [6] s 9:Q 

M 必 有 满 同 态 p:Q -P fü —:9;CO R 的 每 一 商 环 都 满足 上 述 等 价 条 
件 之 一 。 对 这 种 环 , 需 注意 左 ( 和 石 ) 完 全 环 未 必 是 右 ( 左 ) 完 全 环 。jJacobson 
根 是 窜 零 的 局 部 环 称 为 完全 准 素 (completely primary) 环 ,其 上 的 矩阵 环 称 
HERI Jacobson TR I EAE BJ 2E ES BD AER OU SE VE RR YR. S PA WRA 
半 准 素 环 , 半 准 素 环 为 左 ( 右 ) 完 全 环 。 而 半 完 全 环 ( 不 分 左右 , 左 半 完 全 环 
即 右 半 完 全 环 ) 是 指 满足 下 述 等 价 条 件 之 一 的 环 :(1) 任意 的 MEL g. pM 
都 有 投射 盖 ;(2) R/J CRW Artin 2E BH A AEJ mod] CR) 可 以 提升 5 即 
Ve —e€ R JO) DA ee € R Ee TOR) =e); G) BA R 一 模 都 有 投 
ims (1) 一 切 商 环 都 满足 上 述 等 价 条 件 之 一 。 

ED RH RER =R ing 中 的 环 当 然 满足 此 条 件 ,但 :ng mdi 
ER = 二 R EAR 未 必 有 单位 元 ,当然 也 未 必 为 交换 环 ) ,对 R 的 任 一 极 大 
理想 M, 由 A,BZM.A.BIR AWE ABM GES A+M=R=B+M), 
因此 M 必 为 R 的 素 理想 。 由 此 可 证 (有 单位 元 的 ) Artin 环 的 极 大 理想 个 
数 必 有 限 , 因 此 , 半 局 部 环 的 极 大 理想 (都 含 Jacobson #8!) PRL | BR 


对 交换 环 R 容易 证 明 :R 为 局 部 环 全 民 的 极 大 理想 只 有 1 POR=R' UJ 


CR). HEF R'A RØRER., URAH: E R AER RROR 只 有 
有 限 个 极 大 理想 。 

为 研究 半 局 部 环 的 K, 群 , 先 证 明 一 条 十 分 有 用 的 著名 引 理 。 为 了 方 
便 读者 更 好 地 理解 下 文 ,我 们 给 出 它 的 一 般 形式 。 

引 理 3.1 (NAK 引 理 ,Nakayama 引 理 ) 设 1 为 任意 环 R 的 左 理想 , 则 
下 述 四 点 是 等 价 的 : 

(1) ISJCR); 

(2) V M€ f. g., M, i L—M W M=L+IM, M] M=L; 

(3) VM€ f. g., M. IM=M. M] M—0; 

(4) Ic I—ílctala€ DN R 的 乘法 群 R' (也 常 记 为 UCR) AFR. 

为 证 引 理 3. 1, 先 回顾 一 下 MEM 的 Jacobson 根 的 定义 并 证 明 两 条 
引 理 。 

& MC,91. M 的 一 切 极 大 子 模 之 交 称 为 M 的 Jacobson 根 , 记 为 JOMWD) 
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( 当 M 无极 大 子 模 时 常 约 定 J OD — M, 但 事实 上 容易 证 明 : 当 M 为 有 限 
生成 模 时 (比如 R),M 必 有 极 大 子 模 )。 

引 理 3.2 VMc,93t. 

IM) =N (Kerr | Y:M 一 S 为 模 同 态 ,S HAR BRS. (1) 
因此 JOO MJ CVD (事实 上 对 半 局 部 环 R, 还 可 证 J(R)M==J(M). 兄 
[ Xue.1992 D, 

证 任 取 M 为 M 的 极 大 子 模 , 则 MM 为 单 模 . 因 此 取 Y: M M/MP 
为 标准 同 态 知 M' 王 Kery。 另 一 方面 若 5 为 左 R- 单 模 且 有 非 零 模 同 态 Y:M 
—S 则 由 S 的 单 性 知 y 必 为 满 同 态 , 因 此 So M. Kery, TÆ Kery 为 M 的 
REEE., BEA JOD =i Keryl¥:M>S 为 模 同 态 ,S HAR BR. 
取 上 段 证 明 中 的 M—R.S 为 单 模 , 任 取 0x € SEM BI RS f BOY) = 
rr. Wr€R, I) BCJ(R)) 二 0. 于 是 .J(R)S= 二 0。 再 任 取 Y: M— S 为 任意 非 
零 同 态 . 则 YCR)MDSCJCR)S=0. 即 J(R)MSCKer7Y。 于 是 由 J(M) 的 上 
述 表 示 式 (1) 知 J CROMCI(M). [] 

引 理 3.3 设 MC€f.g. M, MHM 的 子 模 , 则 M'ECJT OD eL AM 
M SBHM-V-L-MIWM GS L=M, 

证 >: RL AM BU ECTELBIL SME M CJ COVO BD M 的 极 
大 子 模 都 包含 M', 于 是 必 有 M 的 极 大 子 模 ( 包 含 虐 者) 包含 M 十 上 ,这 与 
M'+L=M F.i L=M., 

—, Haw M 的 极 大 子 模 都 包含 M'。 事 实 上 , 任 取 N 为 M 的 极 大 子 
模 , 若 MTN,. 则 M' 十 N=M. 于 是 N=M. 25 N 为 极 大 子 模 矛 盾 , 从 而 
引 理 证 毕 。 a 

引 理 3. 1(NAK 5| HD Zu: 

(1) 之 (2): 由 引 理 3. 2 与 引 理 3.3 即 得 。 

(2) 二 (3);(2) 中 取 工 ==0 即 得 (3) 。 

(332 (2): H M/L REG) HA M 即 由 (3) 得 (2)。 

(2) 二 (4);: 今 rE I.u—1l--rBll-—u-—rcr FE R=RutIR 由 (2)( 视 
Ru L,R MONI R—Ru. AA v€R 使 vw 二 1。 但 4 二 1 十 +, 于 是 1= 
vu 二 Vv 十 vtT,v 二 1 一 vx€1 十 I, 因此 尺 二 Rv 十 Rvurx 守 Rv 十 1 二 Rv 十 IR. 于 是 
注意 Rv 十 JRCR 即 知 尺 二 Rv 十 IR。 由 (2) 知 R= 二 Rv, 因 此 有 ww ER fE uiv 
二 ] 。 由 此 知 u vu u. B u =u GER vu— D .由 此 知 uER"。 表 注意 1 十 1 
对 乘法 与 取道 是 封闭 的 即 知 (4) 成 立 。 

(D>): FC) Rate WAR RAR m fii Io m. Fe R= 
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m 十 I。 因 此 1=m 十 Xx, 其 中 mEm,XE1, 即 m==1 十 (一 x), 一 TE1, 由 (4) 
知 mEm 为 可 道 元 ,这 是 不 可 能 的 , 故 (4) 成 立时 (1) 必 成 立 。 [] 
现在 再 证 明 一 条 与 K 群 有 关 的 引 理 。 

引 理 3.4 设 r:R eS 为 环 的 满 同 态 , Kerr=1,PE f. g. PRM., Hid 

K, GO(LP D = [P] 
因此 Kor 由 Ker7 完全 确定 。 

证 只 需 证 SQP SPIE SH). 下 面 来 证 更 强 的 结果 :Seco9P 全 
P( 作 为 左 SE). SRE ,注意 有 环 同 构 SHR/1, FEAR 正 合 列 

0 — I — R—>S — 0 
注意 PE PMC Flat, MOF WA R- 模 范畴 ), 以 一 CP 作用 于 该 正 合 列 可 
M 正 合 列 
0 — I & P — R Q P — 509 P — 0 
而 由 P HFEA I@P=IP,ROP=PCEM H), FERM 中 的 同 构 
S®P= SQP ~ P/IP =P, 
(一 fr 一 rzEP 时 ,rr > rr = rr + IP) 
再 证 这 也 是 。 MPM AM. HKE.Vrr CS,c€e PF 
nir@x=(mrt+DQxr=nrOrtil@« 
视 IQP — IP.RCP =P, WA 
nirQ@a=nrQrt+¢l¢e=nwt+h=naw=nere 
FEA SM 同 构 SPP. C] 

由 引 理 3. (NAK 5| FED 5; 5| JE 3. 4 可 证 明王 述 常用 的 结果 。 

定理 3.1 设 r:R >9 为 环 的 满 同 态 ,Kerr 一 TSEJCR), 则 (xx):K。 
(及 ) 一 ~ 天 (CS) 为 单 同 态 , 即 在 同 构 意 义 下 天 (R) 为 Ko,(S) 的 子 群 (R,S 为 
交换 环 时 也 是 子 环 ) 。 

证 ”只 需 证 在 Ko(S) 中 [LP] 二 [Qj 时 在 Ko (R) 中 必 有 [Pj 二 [Qj, 其 中 
P,QCf.g. S98, P—P/IP,Q—Q/IQ. HKABIE: M mam PIS 
QPS Az xuxQXpmmd PIR'—QOR'. HNX RAUWE: sM 中 的 同 
构 X=YR P X,YEf g. P9028 3 EK, M 中 的 同 构 XY. 

事实 上 ,注意 X 的 S- 模 乘法 为 sz 一 rr, 其 中 ZEX,rGr)= 一 ES,rERR， 
WsM fra] Fay 为 0. X ——Y , Wi 
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rx) = sr) = B(x) = 19 
因此 0 t, 36 9t 同 构 。 


ZZM 中 的 同 态 图 ( > 表 满 同 态 , 一 > 表单 同 aX 
om ,mm 为 标准 同 态 ) AM |r 

由 XE PN 知 有 同 态 r:X -一 *Y 使 右 图 为 交 UL yx 
换 图 ,我们 先 证 rz 为 满 同 态 。 事 实 上 ,VyEY, 由 LA 8 
rr 一 br H 0 5 z, BAMA yi € cCXD B my) = 45 Y 
a(n G€ TCX yy 可 相同 )。 于 是 Y — an 7Y 


y = y-Cy— y) € TCX) + Kerr, 
因此 
Y = r(X) + Kerm, = r( X) + IY 

但 JTJGJCR), 于 是 由 NAK 引 理 知 Y=r(CX), 即 为 满 同 态 。 再 注意 YE 
P,9n, dh c AYRE MU eM HB) ALAS Y 09m X Mei = 1 CTI D. 
故 有 

X = 1(Y) OD Kerr (2) 
又 显然 有 

Kerr CC Kerm r= KerÜr, ————- Kerm, = IX 


mt = On 9 为 同 构 
于 是 由 (2) 知 
X = i(Y)+ IX 

再 用 NAK 引 理 (注意 XEf g.k DORA X —:O0. BECA Pay Kerr=0, 
Pc 为 单 同 态 。 但 由 上 已 知 r 为 满 同 态 , 故 r AXIY HM 中 的 同 构 。 CO 

由 此 定理 可 得 两 个 有 用 的 推论 。 

推论 3.1 设 r:R ->S 为 环 的 满 同 态 且 1+ KerrCR’ (R WA WH 
法 群 ), 则 


(D Ko CO; K, CO —9K, CS) Jj f f] s 
(2) * Ka CS» cf. g. MCE. g. LG), Mi) K, (R) 也 是 ， 


(3) 若 SEPSFNMIBN, 则 RE PSFQIBNGEBRE BRA f:R 一 5， 
SE IBN 时 必 有 REIBN, 见 推论 2.1). 

注 @ ”对 任意 环 尺 ,定义 rad RO y R 的 一 切 素 理想 之 交 ( 也 常 记 为 N 
(ROMA R BU SR RS 2) 也 称 为 小 根 。 容 易 看 出 rad(R) 忆 J(R)。 由 此 
可 得 下 述 推论 : 

推论 3.2 设 r:R ->R/J(R) 三 S( 或 7:R R/rad( R) 8S) HREM 
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同 态 , 则 推论 3. 1 中 的 (1)、 (2)、 (3) 仍 成 立 。 

由 此 也 可 看 出 ;局 部 环 都 是 PSF 环 ( 事 实 上 是 PF 环 ) 也 是 IBN 环 ( 注 
意 除 环 为 IBN 环 )。 

注意 在 定理 3.1 中 取 S=R/J(R) 24 R ACE RRR S 为 半 单 Artin 
半 环 , 即 SD» 0-0 Ds. HD, ARM j 1c. Fe 

K, (S) ~@ K, CD") ~@ K,(D;) = /* (3) 
H Ky GO «K, CS) , 当 民 为 交换 半 局 部 环 时 由 中 国 剩余 定理 知 ,这 个 上 正 是 
R 的 极 大 理想 个 数 。 故 立 得 本 节 的 主要 结果 

定理 3.2 设 尺 为 半 局 部 环 , 则 必 有 n€ sf KR". ERA 
换 环 时 这 也 是 环 同 构 , 且 对 (3) 中 的 &,ms<&。 当 民 为 交换 半 局 部 环 时 .为 
R 的 极 大 理想 个 数 。 

注 @ ”即使 知道 了 (3) 中 的 有 ,这 里 的 仍 难 以 确定 。 对 此 ,[ 武 同 锁 ， 
1994] 中 得 到 了 一 个 对 确定 半 局 部 环 的 K, 群 有 意义 的 结果 :nn 二 kSR 为 半 
完全 环 。 对 交换 的 半 局 部 环 R 确定 这 个 nn 很 有 意义 ,因为 此 时 RE SFF 
[McDonald,19841) .因此 RE PFSn=1, n 事实 上 是 KR 与 PF 环 差 距 的 度 
E ,以 后 将 证 :连通 的 交换 半 局 部 环 必 为 PF 环 ( 当 然 2 一 1. 即 K, 群 写 ~ 同 
M. 

从 定理 3.2 与 本 节 开 头 所 述 立 得 如 下 推论 : 

推论 3.3 设 民 为 下 列 环 类 之 一 : 左 ( 右 )Artin H.-F Artin 环 ,QF 
环 , 左 ( 右 ) 完 全 环 , 半 完全 环 . 则 K (RSZ, HPne ，。 

下 面 再 将 定理 3. 2 作 有 意义 的 推广 ,为 此 先 证 两 条 引 理 : 

引 理 3.5 HRARRHRAWNRRMABAEL g. M, WM TCR) AC 
J(A). CP J CA) Àj A 作为 环 的 Jacobson R. 

证 注意 ,在 引 理 3. 2 中 对 任意 环 尺 ,任意 MC CL: J CORO MC 
JM). REM XOBSCK- TF EEINE 295g JM) — M. B XE J OVD.M 是 作为 R- 模 
的 ,这 里 的 J(A) 中 的 A 是 作为 A- 模 给 出 的 ,不 能 直接 引用 。 知 男 证 如 下 : 

(LER A 的 极 大 左 理 想 M( 记 作 M < A) ARE JC CROACM, 

事实 上 , 反 设 JR)ACM, 则 由 M 的 极 大 性 知 

A=M+J(R)A 
于 是 由 ACI. g. , Dt 4d. FH NAK 引 理 即 得 M—A. xx 5 M< A 矛盾 。 故 
I(RACM, VM4A | 


由 此 即 知 JR)ASTJCA) 。 C 
引 理 3.6 设 民 为 交换 半 局 部 环 ,A 为 民 代 数 且 AEfg 92.0 A 
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半 局 部 环 。 

证 ”只 需 证 明 A/JC4A) 为 Artin 环 ( 即 A/ J CAMEOÀS CD A/ J CAO -RA 
Artin fX), 

由 引 理 3.5 已 知 J(R)ASJ(A), 因 此 有 环 同 态 


R/J CR) — A/JCA) 
Big ACL g MBM A/TCAEL g roM. A R ON SERERE. H K 
R/J (R) H Artin 环 。 因 此 ,作为 R/J(R)- 模 ,A/J(A) 为 Artin 模 , 于 是 , 注 
音 A/J(A) 的 A/J (A)- 子 模 无 穷 降 链 也 是 其 R/J(R)- 子 模 的 无 穷 降 链 , 即 
Xl A/J(A)W Artin 环 。 Lj 
由 引 理 3.6 立 得 定理 3.2 的 下 述 推广 。 
定理 3.3 设 RR 为 交换 半 局 部 环 ,A 为 R- 代 数 且 A Ef g. pM W Ko 
(A) "HB ACC. 
此 定理 十 分 有 用 ,比如 由 此 定理 立 得 如 下 推论 : 
推论 3.4 设 尺 为 交换 半 局 部 环 ,G 为 有 限 群 , 则 K, ROSI, RP n 
€x, 
EG nbn APER SERA K 群 都 是 有 限 生成 的 。 事 实 上 ,判定 一 
个 环 的 Ky 群 的 有 限 生 成 性 十 分 重要 ,因为 若 能 断言 定理 3.1 及 命题 2. 5 中 
环 S 的 Ky 群 是 有 限 生 成 的 , 则 可 估计 出 Ko (R) 的 结构 (由 有 限 生成 Abel 
群 的 结构 定理 ) 。 令 人 遗憾 的 是 :这 是 一 个 十 分 艰难 的 问题 ,因为 现在 已 知 : 
任 一 个 以 2 作 直 和 项 的 Abel 群 都 可 作为 某 一 个 Dedekind 环 的 Ko SÉCHL 
[Claborn 1966 D, Ait, BIE XT Dedekind #, K, 群 也 未 必 是 有 限 生成 的 ， 
此 外 对 环 同 态 f:R 一 S, 确 定 KO (了) 的 满 单 性 当然 也 是 重要 的 。 为 此 , “在 
理论 上 ”我 们 易 得 旭 下 结果 ， 
命题 3.1 设 f:RS 为 环 同 态 , 则 
(D K, CO WAAC V QEf. g PMA nc N 5 Pef. g. PM [iG 
S@P=QDS"; 


(2) K, GO o BAS V P,P € f. g. Pr, SOP <SQP’ HHIH P 


q 


~P’, 

在 一 些 重 要 情况 下 ,本 节 上 一 部 分 与 前 节 事 实 上 是 由 环 同 态 RS 
决定 的 K,( 放 的 单 性 ( 即 Ker K, Cf) ==0) HEMT HH K CSO AA FF K CRO f] — 
个 子 群 从 而 给 出 一 些 有 意义 的 结果 。 下 面 转向 Coker Ky Cf) = Ky CR) /Im 
(Ko Cf) (刻画 着 K, (了) 满 的 程度 ) 的 研究 。 

注意 ,对 任 一 环 R 都 存在 (惟一 ) 环 同 态 f:2Z 一 R, 对 这 个 通用 的 环 同 
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d ,我 们 给 出 如 下 定义 : 

定义 3.2 对 环 同 态 £:Z>R. $R 

并 (R) = K,(R)/ImK, Cf) = Coker K, (f) 

HFR R 的 Grothendieck £3442 (reduced group) ,简称 为 R 的 约 化 群 或 投射 
2& BE (projective class group). 

先 证 明 下 述 的 简单 结果 : 

命题 3.2 WHA f:Z 一 R,ImKo(f)= 二 ZLRJ 为 Ko(R) 由 LRj 生 成 的 
循环 子 群 ( 当 REIBN 时 ImK,C/2——20, Al 

K,(R) = K, (R)/ ZUR] 
证 由 》2 XI ,K, COQG P. D —LRGOP ], VPCf.g. P,M, ÁRZC PID, T 


Æ PE fÍ. g. Free, MBA nE N ff P——Z" ,由 此 知 
K,(f)({P]) = LR @ 2"] = n[R QZ] = nf R] 
由 此 即 知 ImK,( 亡 王 2LRj。 故 由 定义 知 


K,(R) = K,(R)/ ZLR] [] 

推论 3.5 IR RC PSFOK, (R)=0, Nit K, CO Æ R 5 PSF 环 差 距 的 
度量 。 

证 由 命题 1.6 与 命题 3.2 BB. 口 


命题 3. 3 设 环 SCPSF(IIBN EHAS g:R 一 S, 则 REITBN Bl 
环 同 态 f:Z 一 R, 有 Abel 群 分 解 
Ko(R)= ImKo(f) @ Ker Ko Cg? 
= Z[R] @ KerK,(g) ~ ZIDBK, (R) 
证 ”由 推论 2.1 可 知 REIBN, 因 此 ImK, CO —Z[R]-—Z. BERT 
K, 作用 交换 图 


得 交换 图 


Ko 
4, xa K,(Z) f Ko (R) 


ee eo 
Ko( g) Kalf) 


Ko( S) eZ 
fh 17 
[S]}1 
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由 此 知 K GO Ko CO 298 6G GO [RH ,. A Ko Ceo Arif d s KE (了) 为 
单 同 态 。 
{ER c € Ko GO E x € ImK, (A.M A Ko Cg) Ko Cf) Jr 8 [8] s A bA 
x, €ImK, ( f) ff Kg) Cr) = KG Ga. Bl c— z, € KerK, Ceo ," FE Hox 
=x; + (2—2,) Al Ky (R)=ImK, CO +KerK, (g). 54) —Ji ifi gi Ko Cg) K, 
(fA BRA XA 
ImK,Cf) N Kerk, Cg) = 0 


因此 
K,CRO = ImK C @ KerK, (g) = Z[R] @ Kerk, (g) 
再 由 
Kerk, (g) = K, CO /ImK, (f) = Ko CR) 
即 知 


K,(R) ~ Z@K,(R) 口 
TO MÆ 3. 3 中 给 出 的 Ko(R) 的 直 和 分 解 与 S$ 及 g 的 选取 有 关 , 见 
Tf. 
Bll it R-—ZOZ.S—Z,.BUBA 3h 8] 


g: R—8S Ro: 下 一 人 
(X,Yy) F— x, (rsy) feo y 
则 
KerK,Cgi) = ZL(0,2)], 
KerK,Cg;) = Z| (Z.0)] 
因此 


Ko(R) = Z[Z DB ZI@l0,2)) = ZZ 9 2710 Z[(Z,0)] 

TO 当 民 不 是 交换 环 时 ,乙未 必 同 构 于 K,(R) 的 直 和 项 ( 见 $1, 例 1 
即 知 )。 事 实 上 ,[Goodearl,1991] 给 出 的 例子 说 明 ; Vn C IN, A von Neu- 
mann IF Jt] 3 R f& , Ko (R)=Z/nZ=Z,, HBA von Neumann EMH R fd 
K, (PSR Xf). 

将 命题 3. 3 用 于 交换 环 可 得 一 个 常用 的 结果 。 

定理 3.4 WR ARR MWA Abel 群 同 构 

K,(R) ~ Z@K,(R) 

证 由 玉 为 交换 环 知 , 任 取 尺 的 极 大 理想 m, W R/m=F HR, RF 
EPSF[1IBN。 在 命题 3. 3 中 取 S= 下 ,g 一 r:R ->F 为 标准 同 态 (由 此 知 : 
对 交换 环 ,命题 3. 3 PRS 与 g 必 存 在 ), 仍 取 f:Z 一 R, 即 得 证 。 口 
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由 定理 3.4 知 , 对 交换 环 的 Ko 群 的 研究 与 计算 可 归 为 约 化 群 的 研究 
与 计算 。 以 后 我 们 将 证 明 : 对 Dedekind 环 R.K, CR) 5j R ff] Picard # Pic 
WOAR R f 38 48 28 BE C1(R) 都 是 同 构 的 ,它们 的 大 小 是 Dedekind 环 与 
UFD( 也 是 与 PID) 差 距 的 度量 。[LClaborn,1966j 证 出 :对 任意 的 Abel RE 
G. 必 有 一 个 Dedekind # R fli K, CR) 一 G。 但 对 代数 数 域 (- 的 有 限 扩 张 
域 ) 中 的 代数 整 元 环 这 种 特殊 的 Dedekind 环 ,我 们 以 后 将 证 Ke CR) (CI 
RD ) 为 有 限 群 , 其 阶 数 (元素 个 数 ) 称 为 该 代数 数 万 的 类 数 。 对 这 种 类 数 的 
研究 已 成 为 代数 数论 中 的 重要 课题 之 一 ,至 今 仍 有 一 些 艰难 问题 未 获 解 决 ， 
仍 在 继续 进行 中 。 

约 化 群 在 拓扑 与 代数 上 的 另 一 个 有 趣 的 应 用 可 简介 如 下 (在 $14 中 我 
们 将 再 作 系 统 地 介绍 )。 设 B 为 紧 致 的 Hausdorff 空间 ,从 引言 中 我 们 已 知 
K’(B)=K,(C(B)) EH K"(B) 为 B 上 向 量 从 辣 构 类 的 半 群 ec(B) 的 群 
完备 化 ,C(B) 为 B 上 的 实 ( 复 ) 连 续 函 数 环 。 设 B 是 连通 的 . 则 “ec(B) 中 的 
任 一 元 素 [ XJ] 都 对 应 一 个 确定 的 维 数 , 记 为 dim[X]. 邻 e:K"'(B) 一 了 使 
(LX |) =dim[X].W e€ A— Abel 群 的 满 同 态 , 记 Kere 为 K"(B)。 可 以 看 
出 K'(B) 二 K,(C(B))。 而 Bott 周期 性 定理 断言 ,对 维 球面 S*， 

/2 = n=l, 2 (mod 8) 
K'CS") | _ n == 0.4 (mod 8) 
0 n = 3,5,6,7 (mod 8) 

据 此 可 证 实数 域 上 的 可 除 代 数 恰 有 四 种 :实数 域 .复数 域 .四 元 数 体 ( 非 交换 
代数 ) 与 Cayley 的 八 元 数 代数 ( 非 结合 代数 )( 可 参看 [Hirzebruch， 19911), 


S4 局 部 秩 与 K。 群 


对 IBN 环 ( 如 交换 环 与 左 ( 右 ) Noether HO R. EU EB AE B d ES M, 
在 8 1 中 我 们 已 用 过 秩 的 概念 (并 由 此 在 证 明 中 定义 过 稳定 自由 模 的 秩 )， 
这 是 一 般 抽象 代数 (近世 代数 ) 中 都 被 定义 过 的 , 即 MSR" 时 规定 M 的 秩 
rankM —n,tH F Ko 群 立足 于 有 限 生成 投射 模 , 将 秩 的 概念 推广 到 有 限 生成 
投射 模 是 十 分 必要 的 。 

本 节 中 的 环 都 指 交 换 环 , 即 ZRing 中 的 环 , 对 RE -Ring, 记 SpecR HR 
的 紊 理想 集 , 称 为 R 的 素 谱 。 

任 给 交换 环 R 与 非 零 的 环 同 态 0 关 g :RF, 其 中 下 为 域 ( 比 如 取 忆 为 
R WA BEAR. BD PE SpecR, 令 下 为 整 环 R/P 的 分 式 域 ( 全 商 环 )Q(R/P) 即 
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可 ), 则 Img=R/Kerg<F. Au Img 为 整 环 , 于 是 Kerg E€ SpecR。 反 过 来 ， 
任 取 PE SpecR, 则 标准 环 同 态 rR -RiP 过 FQ(R/P) 可 看 成 是 环 同 态 


0 关 pg:R 一 > 日 Kerg 二 PE SpecR。 于 是 在 不 考虑 扩 域 时 可 以 认为 


SpecR > {0 4 g: R — FUR) | 
AFK [F]—- AEE K (CPD =2, FEWER MEL. g. PRW. 
K,GOOM D -LFOM ]€ -. fH FOM € MF 上 的 线性 空间 ) 必 有 确定 
的 维 数 dimrFCME .于 是 可 作 如 下 定义 ， 


定义 4.1 i RC .Ring. MC f, g. Pt. PC SpecR.g:R—~F=Q(R! 
P) MPR dim.F COM CBI K, Cg) CM DOS. M 在 素 理想 P 的 局 部 秩 (local 
rank) id Jy rank» M, 

对 一 般 的 整 环 尺 与 MEr 观 (未 必 有 限 生成 ,也 未 必 投 射 ) 记 F=QCR/ 
0)=Q(R).A EM M IN] X rankM = dim,F QM. “4 MC f. g. Pi 时 .这 个 
FX Bl xg X 4. 1 中 的 rankeM 的 公共 值 . 与 已 无 关 。 为 什么 会 有 这 种 断言 , 读 
EMRE 1.6 Ap apa 4.7 即 知 。 

由 定义 4.1 可 看 出 局 部 秩 与 K, 群 有 密切 的 关系 ,而 研究 局 部 秩 的 最 
有 效 的 方法 是 局 部 化 方法 ,下 面 先 简要 地 介绍 环 与 模 的 局 部 化 。 

& RE -Ring,S 为 R 中 的 一 个 乘法 封闭 ( 子 ) 集 , 即 1ES 且 S$ 对 R 的 
来 法 封闭 (因此 S 对 R 的 乘法 为 么 半 群 ) TE Descartes TH 

SX R= (s.r) |} sE€ S.r€ R} 
上 定义 一 个 关系 (对 比 $ 1 中 半 群 的 群 完备 化 ): 
(s.r) ~ (sr) S Htec SIE tsr, = tur 
由 此 知春 0€ S. 则 ~ 为 平庸 关系 .又 在 R 无 零 因 子 时 .i 的 要 求 可 省 去 而 以 


7 = S17 RIE No 显然 这 是 Sx 尽 上 的 一 个 等 价 关系 , 记 一 为 含 (*,z) 的 等 
价 类 . 且 记 

S R= {Z |seS.re€ R| 
按 分 数 运算 定义 SR 中 的 加 、 乘 运算 , 则 SRE ZRing, 卫 为 零 元 ,一 为 音 
位 元 , 仍 分 别 记 为 0,1。( 不 要 求 LESH. (sere S) 都 是 单位 元 。 可 证 ， 
此 时 所 得 的 环 与 上 述 的 SR 同 构 )。rES 时 (万 ) 一 过 (因此 S" R 中 可 


3] 


代数 理论 


逆 元 “增多 ”,S™R 的 结构 性 质 可 望 比 R 更 强 ) ,这 个 S$ RERA R ES 
上 的 局 部 化 (ocalization)。 

最 常用 的 乘法 封闭 集 有 :@ 当 PE SpecR 时 ,S=RAP(C 在 代数 几何 中 
研究 曲线 .曲面 的 局 部 性 质 以 及 代数 数论 中 研究 素 元 的 局 部 性 质 时 都 会 用 
到 );@ 0,1 AFER, S=(1,f. £3 (代数 几何 中 刻画 正则 函数 时 即 会 用 
zi». O 给 出 的 局 部 化 又 常 记 为 Rp , 称 为 RR 在 P mut Oo 给 出 的 局 部 
化 则 常 记 为 R,。 

容易 直接 验证 如 下 结果 。 

引 理 4.1 设 Rc Ring, M 


(D 有 标准 (自然 ) 环 同 态 o;:R 一 >S-!'R 使 6(7) 二 二 ， VreR,H 


Kero = (rr C R| tE S fiit = 03 
AU SAM S PER 中 的 ) 零 因子 时 ,o 为 单 同 态 ,此 时 SURO AER 
的 扩 环 ; 
(2) 设 3 为 信 的 全 体 非 零 因子 集合 (比如 当 尺 为 整 环 时 ,S 王 RN\0O), 则 
SUR=Q(R)(R 的 全 商 环 ,R 为 整 环 时 , 即 R 的 分 式 域 )。 
引 理 4.2 设 RE Ring,S HRP EE 0 的 乘法 封闭 集 , 则 VsE€S,，,s 


在 标准 同 态 o 下 的 象 o(s) 在 S”R pa% H o: R—— SR 有 如 下 泛 性 质 . 
对 任意 环 同 态 RR, EIEE ES, OE R PRED WH. MA 
惟一 的 环 同 态 f ;SR 一 ~R f f rof Vr€ R,BI f= fo, 


由 关于 谤 性 质 的 常规 证 法 (参看 引 理 1.1 之 证 ) 可 得 : 

命题 4.1 设 RE Ring,S 为 尺 的 乘法 封闭 集 , 则 SR 在 同 构 意义 下 
存在 惟一 。 

环 的 局 部 化 可 推广 为 模 的 局 部 化 , 设 MER 嘱 ,以 SxM 代 替 前 面 的 S 
XR, RE X. BY Cs, mi) o (sz m 238 t€ S fi tsm, — tsm. N 5,55. € 


Smm € M, ia T X Gm) rfe tg HTB, S M= T|s€ S,meM B 
ESM 中 ,规定 运算 


nij 4 m sm, + sm 
——- — = -—— y 
$1 5 51$ 


ry " m — nm Vr, c R,.s.si c S.m,m, c M 


81 M 518 
WW S MESM, RIMES 上 的 局 部 化 。 当 S=R\P, PE SpecR 时 ,也 
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常 记 为 Mp RRA M EP KWAR. 
有 趣 的 是 ,通过 标准 环 同 态 c:R 一 >S”R 可 证 如 下 结果 : 
命题 4.2 i RC Ring. SHAR PRHREND SE o; R —S R AH 
HE FH RI AR ME pM, MWA S R-t Elt 
S M = S'R@M=S'R CM 
证 定义 
gS RxM-—S'!M 
(CL, m) p. 2 
5 A 
易 见 2 A R-II. DÀ y; CORTE TE FRU VE RM AA 
f:S°RQM—>S'M 
使 p=. 下 证 SA MAW. SESE E f 显 然 为 满 同 态 ,只 需 证 f 为 单 
同 态 ,注意 S ROM=S ROM 的 元 素 都 可 表 为 


u 


r 
> + Qm = (s2 ttt sari OO mi sist 


p=l Sy Si 32 *** 8, 


34772 629 ms +° + si $2*'* 5, Vy G9 m, ) 
1 


Si S? 1*1 Sn 


-- 109 sisstttsuro mo 4-7 +1] suse ss tts, arms? 
1l 
— Gm 
S 
其 中 s=s stes ES, i 


M= $383 *** Spar My FSi S3 ttt Sarama tee es S283 8, rM EM., 


| 


(169 8s2 83 °° Spry m 


E f(—@m)=0. 8" —o, ME t€ S 使 tm 一 0, 于 是 


5 Om = Om = Om =o 
由 此 知 Ker f—0, BD f 为 单 同 态 , 从 而 为 同 构 。 [] 
由 此 命题 知 ,可 记 S M=S RQM ,不 难 验证 
S RM Hoi pM 
KAERT. HAKERA S RBAESMT. MER, ERM 中 
单 同 态 g: MN , W 
S'(g) =1@¢g:S'R QM--S'RGQN 
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] 
ESTU) (+ @m) =0. BI Ogn) =0, 于 是 f(—@g(m)) = 
e(— gam ) 2 £9 <9, HUI A B (€ S fi tg On) —0. BL elim) =0, fH 


& 为 单 同 态 . 因 此 im —0. + @m="=0€ S M—S ROM , 即 Sg 为 


单 同 态 ,又 容易 看 出 S$” 保 直 和 ,因此 S CPRPOCP. 32, HRN 
命题 4.3 设 RC ,Ring,S 为 RR 中 的 乘法 封闭 集 , 则 S RC FlatpM, 
因此 S TRI ip Wt. S :PR3t—P.- RM., S! : f. g. PRM —-f. g. P. E" 
M ABA TE & FEE 
当 PE SpecR. SS RAP 时 , 常 记 gp = (go, V g;, M—N(C,9X 中 的 同 


x). 由 命题 4. 2 XI Mp = Re OM ,注意 PERM. PRe= Pe= UU Iz€ Pry 
ER\P}d Rp. (EM rE R.s€ SCRAP E — € Py il ré P.H rES,F 


是 一 ER; 。 由 此 知 Rp 一 已 UR; , 故 得 如 下 结 


命题 4.4 U RC Ring, PE SpecR , Jl] Rs 为 交换 局 部 环 ,其 惟一 极 大 

理想 为 PRp=Pp 上 且 K,(R) 一 ,因此 
K,(R) = K. (Rp) PRR), V P € SpecR 

通常 带 惟 一 极 大 理想 m 的 交换 局 部 环 OR. IAC Rm). HL FR R/m X 
R 的 剩余 类 域 。 现 在 来 证 下 述 引 理 , 它 说 明 交 换 环 OR 在 素 理想 已 的 局 部 化 
Rp 的 剩余 类 域 可 看 作 是 RA/P 的 全 商 环 ( 分 式 域 )。 

引 理 4.3 if RE .Ring.P € SpecR , WM 

F = QC(R/P) œ Rp/Pp 


证 it o:R-—>Rp 为 标准 环 同 态 ,x:R->R/P 为 (关于 商 环 的 ) 标 准 
环 同 态 ,i:R.P 一 >F ARAMA. SE FA 


F 


R Rp 
| 

"| » pan (D 
R/P F 


Vr PB) x€ S-RVP.in Cx) F PMA ME. FR LHe TE 


奈 知 .有 惟一 的 环 同 态 hs Rp 一 > 下 使 上 图 为 交换 图 ,下 面 只 需 证 有 满 且 
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Kerh=Pp, 
事实 上 ,YrE€ER. 记 


r= ACT) =h(o(r)) 一 这 (Cr) 


UM .ePHILCSH. 


hoy). h C) h(i， TO = h> = hO) = 1 EF 
y r 


r 
B[ rer h(EF: =F\0, 而 F' 的 元 素 都 可 表 为 rar 形 , 其 中 Fj r2 
ES, FEF Elmh, 因 此 下 二 Imh( 注 意 0E1m1), 即 五 为 满 同 态 。 当 rEP 
mosir —h CIO Bil Kerh= Pp, EX F-—R,/P,, C] 


由 此 引 理 可 证 : 
命题 4.5 i RE Ring, PE SpecR, 则 对 (1) 中 的 有 .Rp 一 上 上， 
Ko Ch): Ky Rp) — KO?) 
为 群 ( 环 ) 同 构 。 事 实 上 即 - 的 自 同 构 , 因 此 M € f. g. Pr 的 局 部 秩 
rankpM MÆ M 在 P 的 局 部 化 M, 的 秩 , 即 
rankpM = n & Mp x R} 
证 ”注意 Rp 为 交换 局 部 环 , I Re) = Pp = Kerh, K, (Rp) = = K, 
GO ,Ko UO CR) = POOR » = LF 750. th EW E 3.1 BIA KK, CAD A fni] 


FJ. FREER Rp 为 局 部 环 , 即 知 rank» M =n 等 价 于 Mp 二 Rs。 C] 

O XR RBI Ro 实质 上 起 着 三 个 作用 :(a) P 外 的 ( 即 含 P 
的 ) 素 理想 ( 即 与 S=R\P 相交 的 素 理想 ) 全 变 为 Rp ,不 再 是 Rp MAMA. 
因此 Rp 的 素 理 想 比 R 的 更 少 ; (bo. P 内 的 素 理想 仍 保 持 包含 关系 地 保留 
fi; (c) S=R\P 中 即 P ITRE R Re 中 的 可 道 元 ,Pp 为 Rp 的 惟一 


极 大 理想 。 因 此 Rp =R; UP,. 可 道 元 增多 常 使 环 性 质 增多 。 所 以 对 局 部 
整体 性 质 (一 个 性 质 .车 被 一 切 RS 具有 时 (VPE SpecR) 可 保证 RR 具有 
- WU ERI 为 局 部 整体 性 质 )- 的 研究 (代数 学 本 身 ,代数 几何 .代数 数论 中 
常用 ) 十 分 重要 。 对 一 般 乘 法 封闭 集 S 上 的 局 部 化 S UR HAKONE 
用 , 即 与 S 相交 的 素 理想 消失 .与 S 不 相交 的 素 理想 保持 包含 关系 地 保留 
着 ;S 中 的 元 素 都 成 为 S 'R 的 可 道 元 。 
下 面 我 们 来 证 一 个 有 举足轻重 地 位 的 命题 ， 
命题 4.6 if RE -Ring,P,,.P.ESpecR H P.C P,.M€ f. g. PDM. Wi] 
rank» M = rank, M 


代数 天 理论 


证 id S, =R\P,; Ñ P;C P, AS, CS, ,因此 标准 R7 
AS 0; :R 一 Rp, 使 SOCR; 。 于 是 由 局 部 化 的 泛 性 ^ 
质 ( 引 理 4. 2) 知 , 必 有 环 同 态 ei Ro >Re, BENE, 

图 (其 中 o, 也 是 标准 环 同 态 ): 

但 Re ,Rn 都 是 局 部 环 , 它 们 的 Ko 群 都 是 ( 同 构 于 )Z。 因 此 
Ko (P): Ko (Rp ) > K (Rp, ) 

为 同 构 且 Ki (8) (LR。 ]) 一 LRp,j ,再 注意 局 部 环 上 的 有 限 生 成 投射 模 都 是 

目 由 的 即 得 rank, M 一 rankp M, C] 

这 条 命题 用 于 两 种 极端 情况 一 一 整 环 与 交换 局 部 环 的 情况 ,十 分 有 效 。 
E X TESE R rP,0€ SpecR, XJ V PC SpecR 当然 有 0CEP, 此 时 由 命题 4.6 
Al: V M€ f. g. PrN, rank M 为 一 切 rank, M MASA. MYR 为 交换 局 
部 环 时 ,其 惟一 极 大 理想 m 包含 着 R 的 一 切 素 理想 ,此 时 rank, M 为 一 切 
rankpM 的 公共 值 。 为 写 出 这 两 个 结论 ,我们 先 给 出 如 下 定义 : 

定义 4.2 设 RE Ring. M € f. g. P0, XE (EE IJ PE SpecR 都 有 
ranke M =n, MER M 有 常数 秩 nn, 记 为 rankM—n, 

例如 ,一切 稳 定 自 由 模 都 有 常数 秩 ( 请 读者 自 证 ) 。 

命题 4.7 设 尺 为 整 环 或 交换 局 部 环 , MET g. PU] M 必 有 常数 
E. 

由 此 命题 知 :线性 空间 的 维 数理 论 的 一 些 结果 常 可 推广 到 整 环 上 的 有 
限 生 成 投射 模 ( 未 必 自 由 )。 至 于 对 交换 局 部 环 ,命题 4.7 事实 上 是 前 面 的 
已 知 结果 ,因为 此 时 有 限 生 成 投射 模 都 是 自由 的 且 局 部 环 为 IBN 环 , 线 性 
空间 维 数理 论 的 更 大 一 部 分 可 推广 到 交换 局 部 环 上 的 有 限 生 成 投射 模 。 

由 于 任 一 素 理 想必 含 于 某 一 极 大 理想 之 中 ,由 命题 4.6 又 可 得 如 下 命 
题 : 

命题 4.8 设 RE DRing,METf.g. PRM, MI 

rankM = n €» rank,M =n, V P € MaxR 
其 中 MaxR AR WRAPS RA RRAK E 

为 了 再 深入 地 研究 局 部 秩 与 常数 秩 , 先 在 SpecR 上 建立 一 个 拓扑 ( 称 
为 Zariski 拓扑 ), 即 规定 SpecR 中 的 闭 集 为 V(A)={PE Spec] PZ2A«R), 
显然 ,V(A) 的 余 集 ( 补 集 ) 为 DCA) = U {PESpecR|f¢ Pl, id Dir) =(P 
€ SpecR|r € Pj, WW SpecR 有 开 集 基 {D(r)1rER}。 任 取 SpecR 的 一 族 开 
AADO) e 8A B RB 由 {7,) ER. MA me MaxRC 
SpecR 使 BCm, 即 mE UD AS DO) eA SpecR WHA RAIS. 
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由 此 知 R 的 单位 元 1 必 可 由 有 限 个 n, 生成 即 {D(r,)),ey 必 有 一 个 有 限于 
覆盖 将 SpecR 盖 住 ,于 是 SpecR 为 紧 致 的 (compact) 拓 扑 空间 。 将 2 视 作 
离散 拓扑 空间 ( 即 一 切 子 集 都 是 开 ( 闭 ) 的 ) ,对 每 一 个 MET g. PO EX 
一 个 映射 ( 称 为 秩 函 数 (rank function?) 


rkm: SpecR — Z; P H> rankpM 
可 得 如 下 结果 : 

引 理 4.4 设 RETRing,METf.g. PeM, WX SpecR 的 Zariski 拓扑 与 
”的 离散 拓扑 , 秩 函 数 reu 是 连续 的 ,因此 是 有 界 的 。 

证 不 失 一 般 性 可 令 MOM ==R", 于 是 由 $2 知 M,M 各 对 应 RO 
中 的 知 等 矩阵 e ,1 一 e(] Jg mox m AMER). 

V PE SpecR,rbu (P) —n B rankcM =n. PHI TR 4.3 知 这 等 价 于 e 在 
(R/P)”"“* 中 的 象 e Aken, FE rank; Msnee H—W(n4+1) X (m4 DF 
矩阵 的 行列 式 生成 的 理想 ACP. Al 

(P. € SpecR | rankpM xi n) = (P € SpecR | PDA} = V(A) 

为 SpecR 的 闭 集 ,但 ranken & rank(1 —e) tm— n. Al 
{P € SpecR | rank; M > n) 也 是 闭 集 。 
故 
rku (n) = VOD N VA’) 
为 闭 集 。 其 中 A 为 1 一 e 的 一 切 (m 一 nn 十 1) X (mx 一 n 十 1) 阶 子 窍 阵 的 行列 
RER RHE, LERA VA) =D., VAD =DA) Mim A 
的 开 集 基 , 故 rku 是 连续 的 。 

由 Speck 的 紧 致 性 知 rkm AF C 

5|38 4.5 iE R€ Ring, WR ABH MHS 7G FUR 0.1 ADS 
SpecR 为 连通 的 拓扑 空间 。 

证 =>: Ri SpecR 不 连通 , 则 有 SpecR MAES HE X, , Xs 使 

SpecR = X, ÜX: 
HX, 为 开 集 知 必 有 A, IREX, —DCGA),.j—1.2. 而 由 SpecR — X, UX, 
yA, HA =R, GA OKLEA, QA: AV PC SpecR, ré P.H] cER’ F 
是 A =R, MA X,=SpecR. FH X» — Cax 5 EF B «8 A NA —0. 
由 此 知 R—A,0DA;.A, 760. R, ERMA L—e-c- (1—e6).e€ Aj.1—e€ 
A;,H.0.1s5ec- € 5 RITA. AE SpecR 24 R 连通 时 必 连 通 。 

< RRA. EIA 0.1ze—ecR.mHO0-—e(0—o0CP,.VvVPCS, 
知 eEP 或 1 一 e€EP, 但 不 能 都 在 P 中 (否则 1==e 十 (1 一 e) EP, 与 PP 为 素 理 
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FS). Ax DOED, DOA —- eH 
Speck = D(e) UDA — e) 
这 与 SpecR 3418 7 JA Ak SpecR 连通 时 R VjM. [ 
注意 到 SpecR 连通 时 .由 引 理 4.4 知 , V MC f. g. PN rk :SpecR—. 
ARE fH. KEK. # SpecR 不 连通 .可 设 R—ReORO — 6 ,此 时 .ReE€ 
f. g. PM ATH RK. MA: 

命题 4.9 BRE Ring. I R Ve Ro V M € f. g. PeM.M 都 有 常 
数 秩 . 因 此 整 环 与 交换 的 局 部 环 都 是 连通 环 。 

ED 币 数 秩 相同 的 有 限 生 成 投射 模 未 必 是 稳定 同 构 的 ,不 能 由 上 命 
是 得 到 “(交换 的 ) 连 通 环 的 K 群 同 构 于 ”的 结论 。 读 者 可 想 一 下 :为 什 
? 或 参看 下 面 的 注 @。 

应 用 到 半 局 部 环 可 得 : 
HB 4.1 设 民 为 交换 半 局 部 环 , 则 
(D Æ MEf. g. PM A BE n. BB rankM=n, W MSR aM H); 


D B 


eM: K (PMST (也 是 环 同 构 )。 

证 (1) A MaxR— (nu nm) (注意 半 局 部 环 极 大 理想 数 必 定 有 
限 ) .由 rankM— n H.A > m, sm stam, EM 在 M n 中 对 应 的 元 素 为 
M, 的 基 ,i 二 1.2.….r。 由 中 国 剩余 定理 (推广 形式 ) 知 . 必 有 mm,EM 使 

m, = m, (mod mM), i= ].2.tt.r; j = l.2.t7.n 
(ERR V izEj n M — m, M— MD, RIE nu mess om, FE M, 中 对 应 的 元 素 
A M, 之 基 。 Pc d.e.rdde —(00.:-.0,1.0.,-5.00).,;—1.,2.-- n, A R 
I^ ER E TE A6 dE MAM 同 态 
[iR —M 


e, m, j-1.2.-.n 
Hr gp /为 RR, - 模 同 构 ,i 二 1.2,….r。 下 面 来 证 £83 同 构 ,为 此 先 证 
(= Q Ra 为 忠实 平坦 的 尺 模 ( 即 7€ Flat M, ARt— WES R- 模 
N. (ON 0). 事实 上 ,命题 1. 3 已 指出 Re € FlatgM. V m € SpecR, 因 此 
rE Flattr M. HH AERM fd (COA = 0 ££ Ht aC A Ma ÆR 中 的 零 化 子 


Anny (a) OR\n4 Ø, V mc MaxR GEE IBA = An ) 。 因此 ,Ap Ca) 
R 


me Ma 


€ Mask 
EM. VME MaxR. HULA Anns Ca) C R^ -VaC A. TE A—0, EX ^» 
KPH RAL, 
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第 一 章 KK, 群 的 基础 理论 (34) 


h , Bm 
RDEUEGD: M 中 AA —+A' ER eg, 9t 中 A, A, 


—'- A". iE d. V mE MaxR, 

>: M Ry € Flat 390, 5; Ra@B=By» V BC eM BIS. 

<: A EWER CG) ENS. 

FH GD BI aM 中 任意 同 态 e ABA QE AP) Sen Er M 中 为 单 
的 ( 满 的 , 同 构 ), VY mE MaxR, 故 上 面 的 fR” >M ALM 中 的 同 构 , 即 Mo 
R”, 

(2) (a)=>(b):R 连通 时 由 命题 4. 9 知 - 一 切 MC f. g. PMN RA RR. 
再 由 已 证 的 (1) 知 MC f. g. Free 90, ak RC PF, 

(b) CO :是 显 见 的 ,因为 对 交换 环 R.RC PSFOK,(R)=~. it PEC 
PSF 。 

(c)=>(a) 1 R AER LUI R BTA R=R,DR,.R,.R: € -Ring, 由 命 
题 2.6 与 定理 3.4 可 知 

- = K CR) SKR) AKR) =~ ORR) PK (RR) 

由 有 限 生成 Abel 群 的 结构 定理 知 ,这 是 不 可 能 的 , 故 R 为 连通 环 。 口 

由 上 面 的 证 明 顺 便 地 已 得 如 下 结果 (不 限于 交换 局 部 环 ): 

推论 4.1 it RE Ring, M] 

(D OR, 为 忠实 平坦 RK; 


me MaxR 

(2498 p AA “+A EASE, MH A, AA, 一 A”, EG. 
Y me Maxk; 

(30430 PINS 2 为 单 的 ( 满 的 , 同 构 ) 全 pr TES DM 中 为 单 的 ( 满 的 , 同 
fy), V mE MaxR, 

TEE. ARF BRI R BR ABR AH k 当然 有 限 ). 由 3 知 ， 
KR/J(R) 必 为 & 个 域 的 直 积 ,日 R X e nf DRA 个 连通 的 半 局 部 环 之 直 
FA:R=Ri O PR, AA k<), HP nck RBH nk BHR 确定 的 ,于 
是 由 定理 4. 1(2)(c) 知 Ko(R) 人 一 一 。 由 此 可 知 n=kOR, 都 是 局 部 环 ,再 注 
意 , 局 部 环 必 为 半 完 全 环 ,而 (交换 的 ) 连 通 半 完全 环 必 为 局 部 环 。 事 实 上 ， 
若 S 为 (交换 的 ) 连 通 半 完 全 环 , 则 S/J(S)( 域 的 直 积 ) 必 为 域 (否则 由 军 等 
元 提升 性 质 知 S 不 连通 )。 所 以 又 可 得 如 下 结果 ; 

定理 4.2 设 尺 为 交换 半 局 部 环 , 则 

(OD R/J CON k PROB RAR 的 极 大 理想 个 数 ( 必 有 限 ); 

(2) 下 可 分 解 为 2 三 R 个 连通 的 半 局 部 环 之 直 积 
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RK 理论 


R—R,Q-:- GR, 
因此 K.CRO — "4 
(3) K, CO z^ GI 5) 6 CO PAR, 都 是 局 部 环 全 (2) 中 的 民 , 都 是 
半 完 全 环 。 


定理 4. 1 中 用 Ko 群 表征 了 交换 局 部 环 的 连通 性 ,对 一 般 的 交换 环 我 
们 可 得 如 下 结果 ( 见 [Tong,1994j): 

命题 4.10 i RC Ring, H K,(R) 中 无 同 构 于 .* 的 直 和 项 (比如 当 
K. (R) pe E E o WR AEH. 

证 反 设 R 不 连通 , 则 必 有 环 分 解 


RR, @R:, R, € -Ring, = 1,2 
由 命题 2.6 与 定理 3.4 得 
Ki(R)= TARR ~ ARR?) DR,R,) (2) 


这 就 与 K,(R) 无 同 构 于 2? 的 直 和 项 了 矛盾。 又 当 K。o(R) 为 乒 群 时 ,由 于 对 同 
构 的 Abel HE G.G DRA GL / T(G) GS TCG EP TOG) 3 G, HK 
子 群 。 于 是 .由 设 知 攻 ,(R)7TCK CR)) 无 同 构 于 二 的 直 和 项 ,但 (2) 右 边 的 
Abel FEARTA 作 直 和 项 ,因此 (2) 不 能 成 立 , 即 R 必 为 连通 环 。 
L] 
EQ 命题 4.10 的 道 并 不 成 立 , 因 为 由 S3 KARA. Vic 1 都 有 
Dedekind( 整 ) 环 尺 使 "为 K,(R) 的 直 和 项 ,但 RR 当然 总 是 连通 的 。 又 命 
BH 1. 10 不 能 向 IBN 环 推广 。 事实 上 .对 $1 例 1, 取 S=FOR. h FEIBN 
与 [ 佟 文 廷 .1984] 知 SC IBN, fj KOSK (PPK. CR) 一 poc. TE 
构 于 的 直 和 项 ,但 S$ 不 是 连通 的 (同时 K,(S) 全 也 意味 着 SC IBND, 
注 中 ”交换 局 部 环 显然 为 连通 的 半 局 部 环 ,但 连通 的 交换 半 局 部 环 未 
必 为 局 部 环 ,甚至 未 必 为 半 完 全 环 ( 局 部 环 当 然 为 半 完 全 环 ) ,因此 对 交换 环 
类 .局 部 环 与 连通 的 半 完 全 环 都 是 连通 的 交换 半 局 部 环 的 真子 类 。 见 下 页 
之 例 自 明 。 值 得 注意 的 是 :尽管 如 此 ,连通 的 交换 半 局 部 环 仍 具有 交换 局 部 
环 的 许多 性 质 . 如 上 面 讲 的 PF 性 ,K, 群 ,以 及 一 些 同 调 性 质 等 。 
注意 到 紧 致 Hausdorff Zz[B8] X 8g K^ S£ K(X) 5 X Et CO EAA 
数 环 CCX) Ky 8E K (CCX) ) Fe [HA FY CEU a SL Blackadar,1986 D, X: C 
CX) y yi iB E 24 A X 为 连通 空间 ( 见 LGillman,1976]j)。 不 论 K' CX). 
K, CCCX)) 两 个 群 哪个 容易 计算 ,我 们 都 可 应 用 下 述 推论 来 考察 X 的 连通 
TE. 
Hit 4.2 iz X A'RR Hausdorff = lal. K^ CXOK,(CCXDOD E 
RHF 的 直 和 项 . 则 X 为 连通 空间 。 
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第 一 章 Ko 群 的 基础 理论 (8 4) 


在 本 节 最 后 ,我 们 来 改进 命题 2. 3( 连 通 的 PT 环 为 PF 环 ), 来 证 反方 
向 的 结果 。 
定理 4.3 设 民 为 (交换 的 )PT 环 , 则 尺 为 连通 环 拓 人 ET。 
证 ”只 需 证 二 。 事 实 上 ,注意 REPF 必 有 Ko(CR) 人 ,由 命题 4.10 Bp 
AR X XS. B 
例 1 R—-(* €QlGoni —1, Q, 5p — 1) HP p.a AAT AMAR 
数 , 显 然 ,R 对 数 的 运算 为 一 个 连通 的 交换 环 。 又 可 看 出 
MaxR = {pR „gR? 
TCR) = pR N gR = pgR 
R/J (R) =, Q ORMAR) 
因此 ,R HEBER. (BAR TE RA ORKE NRA 
惟一 ) ,也 不 是 半 完 全 环 (R/J(R) 有 不 为 0,1 MESH. R A. DR A A 
R/J GO BE SICA BERET) . 


41 


第 二 章 K 群 的 基础 理论 


K， 群 与 典型 群 有 着 密切 的 关系 , 环 民 的 民 群 Ki(R) 事 实 上 就 是 一 般 
线性 群 GLORO Cn 4E Cro — RE Z PEE GL, CR) 4 n— co BY AYR PRO AY Abel 
化 。 本 章 主要 介绍 K, 群 最 基本 的 理论 与 计算 法 ,在 学 习 本 章 时 ,建议 读者 
注意 如 下 的 两 点 :一 是 作为 从 环 范畴 到 Abel 群 范畴 的 图 子 ,K。 5 Ki 有 许 
thee than. K (RORA OR, ) =K CR, OK, (R) O PK CR, ) i= 
0.1; K (GO zK;(OVU 7"), i 二 0,1, 以 及 对 可 和 裂 环 同 态 的 一 些 应 用 等 (在 下 章 
中 将 看 到 KK; 也 有 这 些 性 质 ), 二 是 对 交换 环 的 K, 群 ,初等 群 、 特 殊 线 性 群 
及 行列 式 所 起 的 重要 作用 。 注 意 到 这 一 点 ,对 后 面 几 节 研究 非 交 换 环 上 和 矩 
阵 的 行列 式 (Dieudonne 行列 式 ) 以 及 广义 Euclid 环 、Dieudonné 环 等 的 用 
意 就 能 有 较 深 的 领会 。 正 是 通过 这 些 研 究 , 我 们 将 OK, 群 的 可 计算 (可 舍 
计 ) 范 围 逐 渐 扩 大 .比如 扩大 到 局 部 环 ,万 至 半 局 部 环 。 此 外 ,由 于 Dede- 
kind 环 在 代数 数论 与 代数 几何 中 的 重要 性 ,我 们 将 Dedekind 环 的 K, BEI] 
为 专 节 加 以 介绍 ,特别 是 对 于 $ 6 中 介绍 的 稳定 度 概念 (在 直 和 消去 问题 中 
有 重要 应 用 ) ,我 们 证 明了 Dedekind 环 的 稳定 度 不 超过 2 ,从 而 将 Dedekind 
环 的 Ki 群 计算 归纳 为 2 阶 和 矩阵 的 计算 。 特 别 是 对 代数 数 域 下 的 代数 整 元 
环 Or .我 们 证 明了 K (OA Of (Op 的 乘法 群 , 即 可 逆 元 (单位 元 ) 群 ) 与 一 
个 挠 群 了 的 直 和 ,并 指出 :H. Bass,J. Milnor 5 J. P. Serre 已 证 出 这 个 丁 是 
平凡 的 .因此 K, CO —Oz HA Dirichlet 单位 定理 可 将 OF 写成 更 精密 的 
形式 。 
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第 二 章 K 群 的 基础 理论 (8 5) 


$5. 环 的 Ki 群 (Whitehead RE) 


在 第 一 章 即 1~ 4 中 我 们 事实 上 是 将 域 上 线性 空间 、 维 数 及 同 构 类 
通过 天 ， 函 子 推广 到 一 般 环 上 的 有 限 生成 投射 模 、 秩 及 稳定 同 构 类 ,这 种 推 
广 的 程度 (稳定 的 程度 ) 是 随 环 类 的 不 同 而 不 同 的 ,K, 群 就 是 对 于 这 种 稳定 
程度 的 一 个 上 度量。 本 节 中 ,我 们 构 作 开国 子 以 推广 域 上 线性 空间 的 自 同 
构 及 其 不 变量 一 一 行列 式 等 ,我 们 将 会 看 到 K 群 也 度量 着 这 种 推广 的 稳 
定 程 度 ( 相 差 的 程度 )。 

B F AER. FARAR F —FNO.F 上 nm 维 线性 空间 F 的 自 同 
构 群 即 GL。(F)( 即 使 下 为 一 般 环 时 ,也 常 称 之 为 n 维 ( 阶 ) 一 般 线性 群 (gen- 
eral linear group))。 行列 式 事实 上 是 这 两 个 乘法 群 之 间 的 满 同 态 

det:GL,(F) »F' 
其 核 为 
Ker det = SL,CF) < GL,CF) 
其 中 SLPS {AE GL, (F) |detA— Vi RH F Ef n 阶 ( 维 ) 特 殊 线 性 群 
(special linear group)。 记 下 ,(F) 为 下 上 的 n 阶 ( 维 ) 初 等 群 (elementary 
group), 它 是 由 对 角 元 全 为 1, 非 对 角 元 最 多 有 一 个 非 零 的 下 元 素 的 n 阶 甜 
阵 ( 初 等 矩阵 ) 生 成 的 GL. CE) 与 SL, (F) 的 子 群 。 这 里 不 规定 对 角 元 最 多 
有 一 个 元 素 为 Ff 中 的 非 零 元 其 余 对 角 元 全 为 1 的 对 角 和 矩阵 为 初等 矩阵 , 主 
要 因为 这 样 已 能 保证 SL,(F)=E,(F) ,再 添上 这 种 矩阵 则 生成 GL,(F), 意 
义 不 大 , 见 后 面 定 理 5.2 之 证 。 而 且 在 向 环 R 上 推广 时 这 种 对 角 阵 未 必 为 
GL.(R) 中 元 素 (R PIES AY aw). AU PM E,(R) 均 指 ( 注 意 今 后 
ei EJH B] a RRA AIR) 
l 


a 
E,(R) = (| . —-L-caE,—ela€R.izjp 


l 
BIL, + ak, 125), a € R}) 生 成 的 乘法 群 , 称 为 R E n 阶 初等 群 ( 初 等 矩阵 
BE) ,其 中 开 为 n 阶 单位 矩阵 ,E; 表 示 (i,j) 位 置 为 1, 其 余 元 素 为 0 的 n Be 
阵 。 本 书 中 ,初等 矩阵 均 指 个 形 的 矩阵 ,ej 左 ( 右 ) 乘 某 一 矩阵 对 应 的 变换 称 
为 初等 行 ( 列 ) 变 换 , 而 GL, CROW R E n 阶 一 般 线性 群 (可 逆 矩 阵 群 )。 当 
RE -Ring 时 因为 可 如 域 的 情况 一 样 定义 行列 式 , 且 AER" ”可逆 等 价 于 
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代数 天理 论 


detA€ R^ ,SL,(R) 可 照 域 的 情况 同样 定义 ,也 称 为 R 上 的 特殊 线性 群 。 但 
对 非 交 换 环 , 域 上 和 矩阵 行列 式 定义 不 能 照搬 ,否则 将 会 导致 平庸 化 。 比 如 R 
为 除 环 但 非 域 时 , 必 有 0 天 ua,pER 尺 ,使 cb 一 6 天 0, 从 而 ap 一 peER ,对 AE 
R CVS 1 行 提出 因子 ,再 从 第 二 行 提 出 因子 0, 则 4=apA ,AIE 
R” AAt 5 因子 ,再 提 a 因子 , 则 导致 
(ab — ba detA, = 0 

因此 detA, =0, FÆ detA 一 0,VAER”", 这 就 形成 了 推广 工作 的 第 一 个 
困难 。 另 外 对 一 般 的 环 RIR 即使 是 交换 环 , 也 未 必 有 EE,(R) I GL, CR) CH, 
下 例 ), 又 造成 推广 工作 的 另 一 困难 。 

例 1 设 下 为 域 ,R= 二 FLx,yj， 
1+ xy x? 
—y 1 一 zy 


o 


«| 


] 1 
由 detM=1 Al, ME SL, OC GL; GO Ble, = lo Je E ao n 


B ] 4- xy x? 1 1 位 一 zy =z’ 

Mei, M = ; | | ; 
— y ]— xy) O0 1 y l + xy 

7 pem 1+ 22y + x^ y* 

— y! ]—y — ry’ 


其 第 2 行 元 素 都 是 4 次 多 项 式 , 且 容易 看 出 

deg(x( 一 多 ) 十 (1 一 交 一 zy)) = 4, 

Vusv€ 下 但 xm 不 全 为 0。 

因此 Me M 不 能 经 右 乘 任何 NE E; (R) 成 为 (考虑 常数 项 ): 

a 0 O a 

(a p) x » Dj 型， ab E R 
(注意 N 的 每 一 列 中 的 二 元 素 不 可 能 都 不 含 常数 项 ,否则 ,x 二 y= 二 0 时 
detN 关 1)。 由 此 知 Mei, M EE (R), FÆ E (R) Æ GL; (R) 的 正规 子 
群 。 注 意 到 detM==1, 这 也 更 进一步 说 明了 E;(R) 其 至 不 是 SL; (R) 的 正规 
子 群 。 

一 般 线性 群 及 它 的 一 些 特殊 子 群 , 如 特殊 线性 群 SS RE) E E CR 
阵 ) 群 . 正 交 (和 矩阵 ) 群 与 酉 (和 矩阵 ) 群 ,统称 为 矩阵 群 , 也 称 为 典型 群 (classical 
group), 数 环 ( 整 数 环 与 代数 整数 (元 ) 环 ) 上 的 典型 群 又 称 为 算术 群 。 二 十 
世纪 四 十 年 代 华罗庚 最 先 将 域 上 的 典型 群 理论 向 数 环 开拓 ,五 十 年 代 开始 
已 有 不 少 环 上 典型 群 的 工作 , 八 十 年 代 对 交换 环 上 典型 群 的 正规 子 群 问题 
因 人 研究 典型 群 单 性 的 需要 ,在 不 少 人 的 努力 下 取得 了 许多 优美 而 彻底 的 结 
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采 。 在 这 些 工 作 中 ,初等 群 因 更 易 计 算 与 掌握 .起 了 举足轻重 的 作用 。 在 研 
究 GL,(R) 与 E,(R) 的 中 间 群 G 时 , 常 将 ,CR) 的 性 质 提 升 到 G, 从 而 得 到 
G WHEE. ECR) GL,(R) 时 当然 使 E, CRO JG, 此 时 对 G 中 矩阵 A 
作 行 、. 列 初 等 变换 所 得 结果 可 只 用 行 ( 列 ) 初 等 变换 同样 得 到 ,这 是 因为 左 陪 
R AE, (R) 与 右 陪 集 E, CRA 相等 的 缘故 ,因此 研究 E, CIO YE GL, CR) (P 
正规 性 十 分 重要 。 上 述 的 例 1 是 1966 年 由 P. M. Cohn 提供 的 ,1977 年 A. 
A. Suslin(Cycann) R JJ Hh EHR Y : E R ARH nS 3, My E,CRO X GL, 
CR) ,从 而 对 交换 环 上 的 这 一 问题 得 到 完善 的 解决 ,但 对 非 交 换 环 ,此 结果 
是 否 成 立 , 仍 未 解决 。 交 换 环 上 之 所 以 会 出 现 Cohn 的 反例 ,主要 是 因为 7 
— 2 太 小 ,“ 回 旋 ” 余 地 少 (运算 限制 的 范围 小 ), 因 此 在 代数 K- 理 论 的 研究 


, A 
中 采用 与 $ 2 平行 的 方法 ,即将 GL, CR) 中 的 矩阵 A 看 作 是 1 JRF, 


AR BR MT FAC 1 之 外 全 为 0, 相当 于 将 R" KBE R+ EM RS). 
于 是 有 
GL,CR C GL (R) C e C GLO CC GL, (OR) C e 
id 
GLO) = U GL,(R) 
称 为 R 上 的 一 般 线性 群 。 同 样 地 处 理 SL, RO E, CR) ,分 别称 
SL(R) = U SL,(R), 


E(R) = U E,(R) 


ALR EPERE ER SR. GOR ECR) <SL(R)<GL(R). AB UEHA E 
(R)IGLCR). Mj 4$ ECR) 4 SL(R)。 注 意 到 对 任 一 群 G, 换 位 子 ( 形 如 
aba b 的 元 素 ) 生 成 的 子 群 [G,G]4G( 可 直接 验证 或 见 后 面 命题 5. 2 之 
证 ), 于 是 ,我 们 只 需 通过 一 些 引 理 证 明 ECR) =[GL(R),GL(R) ] B78 E 
(R) dGL(R), 

引 理 5.1 it RC -Ring,AC GL, CO MAHAR A— SD, Kn SE 
SL, GO , D—diag(d.1, I OG AIT A d.,1.-.1 的 对 角 阵 ) ,而 4d 二 detA。 

证 $ d=detA, H ACGL, (ROA dER .Bld ER, FES 

S = A-*diag(d ^ .1.*,1) = A(diag(d,1..1)) 5, 
D = diag(d,1,.…,1) 

RY) SESL,(R)H A=SD, C 

51 5.2. Ut RC Zing, We RO” p 

(OD E,E,=0,E, ,因此 (E,):=0, ViFj k Æl; 


代数 下 理论 


(2) ee 一 ef 因此 (ey ) ey. ViEjabcR: 

(3) Le ei ]—e2. Vij RAR; 

(4) Det .e JH, VÆR IAL ARAL, (O0, DAER e ,e%] 
= en); 

(5) Co  —e (T RHE). 

证 (D 是 显 见 的 。 由 (1) 通 过 es 二 1 十 aE, 可 直接 验证 (2),(3),(4)， 
(5)。 比 如 以 (2) 之 证 为 例 ， 

ee, = (CL, +E) Q, - 0E,) = L (a+0E, +ab(E,)’ 
= L4G-c-b5DE, = et = 
引 理 5.3 it RE Ring. 
E,CR) < SL,(R)< GL, CR) 

证 VEEE,(R), 则 detE—1. At E,(R)<SL,(R), 

再 注意 det 给 出 群 ( 满 ) 同 态 detGL,OR)—R' ,而 Ker det 2 SL, CR), 
即 知 SL, CR)< GL, CR). 口 

命题 5.1 i RE -ing,n>3,M) E,(R)=[E,(R),E,(R)IC(GL, 
(R).GL, CR) ],. As 

ECR) = (ECR), ECR) ] & [GL(R),GL(R) ] 
证 3 MYA ISi, j,k Sn, i kh BA, SO. 20308 
[ey On | = en 

因此 E, (RELE, GO ,E, CR) ,注意 反 向 包含 是 当然 的 , 即 得 证 。 = 

引 理 $5.4 iU RC ving, WR "中 对 角 元 全 为 1 的 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 都 
在 FE, (R) 中 ， 

证 注意 对 角 元 全 为 1 的 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 都 可 经 ) —ai 形 的 一 些 初 


等 列 变换 (相当 于 右 乘 一 些 e “ 形 的 初等 矩阵 ) 化 为 天, 即 得 证 。 = 
引 理 5.5 if RC Xing,A. BC GL, (R), Bii 

A [A,B] 

| A^ | , | I, | c E., (R) , 


因此 


[GL,CR),GL,(R) ] 
| C E,,(R) 


n 


其 中 分 块 矩 阵 中 未 标示 的 矩阵 块 都 是 0。 
证 用 工 表示 天 ,用 分 块 矩 阵 的 初等 变换 , 则 有 
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A A A | | A | 

| | Pid A"| i-i. d-an A7] i-i 
A A I A 

| 一 一 一 一 or | je FE, uo cas 

—A' 2 -A1 (—A ^ Ij 1472 I 

5.42, 

由 此 知 


A^ B^ BA | 


- 2n 


由 上 面 初等 列 变换 的 前 三 步 已 可 看 出 


(— j TD i e) 


(ji ej) - 一 一 一 一 - 
~ S cee i 
对 行 变换 也 有 类 似 结果 。 因 此 对 角 和 矩 阵 ( 分 块 对 角 和 矩阵 ) 对 角 元 (对 角 块 ) 的 
交换 (或 排列 ) 相 当 于 左右 乘 一 些 初等 矩阵 。 由 此 立 得 : 
推论 5.1 iX RE -ing, 则 


E Ju ^ 
I 


(1) | 
[GL, (R), GL, CR) J 


[o (R),GL, CR) ] 
[GL, CR) , GL, CR) ] 


CE, (R); 
(2) GA 为 对 角 和 矩阵 (分 块 对 角 和 矩阵 ) ,其 对 角 线 上 除 1( 单 位 矩阵 ) 之 


外 为 有 限 对 互 逆 元 ( 互 逆 和 矩阵) 或 为 有 限 个 GL, (R) 中 的 换 位 子 , (2 可 为 
1), 则 AEE(CR)。 特 别 地 ,diag(1, 1a ^ .a,1,7,1, 2€ ECR); 

A 1 
a | € Ea ao, YA EGL, (R). 特别 地 ， ( E 


(3) | 
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—] 
( JEER, 


现在 不 难 证 明定 义 K 群 的 关键 性 结果 。 
命题 5. 2( Whitehead 5[#2) ik RC -ing, M 
ECR) = [GL(R),GLCR) ] = [EGO , ECR) J 
因此 ECRI GLR) A EGO WEB (perfect group) (G—[ G.G JB fk G 


证 ”由 引 理 5. 5 令 n—coBD 18g 
[GLOO,GLOR) ] C ECR) 


ECR) = LECR).ECR) | C [GLOR),GLCR) | 


ECR) = [GL(R),GLCR) ] = [ECR) , ECR) | 

Fm Rik VAC GLCR).ALGL(R),.GL(CR) ]=[GLCR).GL(R) IA. 

事实 上 , 任 取 B.CEGL(R). WA 
ABCB-'C = (ABA (ACA CAB ‘A')(AC™ A )A 

即 知 。 E 

由 命题 5. 2 即 可 对 任意 环 定义 K, 群 。 

定义 5.1 1 RC -ing.id 

K, (R)= GLOR)/ECR) = GLOO/[GLGO GLO?) ] 
= GLOO"(GLOR) 的 Abel 化 ) 

称 K (RAH R BS K, 群 (也 称 为 R 的 Whitehead 群 )。 

由 此 定义 知 ，K, CR) B GLCRO B3 Abel 化 ,因此 为 Abel #. K, (ROH 
元 素 A=A(mod E(R)) 可 看 作 是 A 的 “广义 ”行列 式 , (有 时 称 为 White- 
head 行列 式 )。 因 此 K, 群 非 直 接地 但 却 本 质地 推广 着 域 及 交换 环 上 可 首 矩 
阵 的 行列 式 (在 初等 变换 下 不 变 !) 的 属性 。 对 任意 群 G RRG, +g 
(gE€G) 可 看 作 是 土 gEGLi(CJG)CGL(C2G), 将 它们 对 应 于 Ki (2G ) 的 元 素 
生成 的 子 群 记 为 土 G, 则 称 WhOG)—K: C7G20/ +G X G 的 Whitehead ££, 
这 方面 已 有 内 容 丰 寅 的 专著 LOliver,1988 j 。 

注意 对 任意 环 同 态 ARS 诱导 出 (标准 的 ) 群 同 态 GLCP): GL(R) > 
GL(S)。 因 此 也 诱导 出 Abel 群 同 态 GL" (f):GLCR)” >GL(S)® , Bp S Sr 
出 K; 群 间 的 同 态 

K, OK CR) 一 K (S) 
经 常规 晶 显 见 的 验证 即 得 : 


第 二 章 Ki 群 的 基础 理论 (8 5) 


定理 5.1  K,i;cing— -G 为 一 个 共 变 果子 。 

对 于 任意 域 ,我 们 容易 证 明 下 述 结果 : 

定理 5.2 设 下 为 任意 域 , 则 K (FSF BSL, CP) SE, (F), V nZz2. 
因此 SLOP) SEF), 

证 由 引 理 5.1.4 n=l, VAC GLCF),A—SD. Hn SESL(F), 
D--diag(detA.1,1, 2. id 


D(F) = 


| 
则 有 GLCF)=SL MM 显然 D(F) 与 F' 是 同 构 的 乘法 群 ,因此 只 需 
HUE SL(F) 二 EC(F) 即 可 ,这 显然 只 要 证 明 SL, CF) CE, CF) Bl nf, 

事实 上 任 取 S=(s,),.,E5L,(F).S 的 第 1 SpA ARA ROS ORA s A 
0( 否 则 必 有 si 关 0 B+ CO CRUCE. S 左 乘 初等 矩阵 e! ) ,即使 (1,1) 位 置 
不 为 0)。 作 行 变换 (站 一 ssi1(1) ,Yi 关 1, 将 第 1 列 (1,1) 以 外 位 置 的 元 素 
都 变 为 0, 即 有 TEE,(F) 使 


* 


TS = " s | C 处 可 不 为 0, 空 处 为 0) 


于 是 1 二 det$S 二 sdetSi ,用 归纳 法 知 必 有 T; C E, (FHE 


Sil * 
T. T, S = «4 EHs,sUs—1 


S 


"mi 


[5] FB RE FH fT HEAR CD —s,,5,, OD itn 等 仿 上 知 , 有 T EE, CFE 
T, T; T, S = diag(s ss usa v 108) BS aS at 8 ty 1 Sm, = le 
Exit —dag(Guy.s,.1e5.1).£06 cene. Ga sas es. Sooo lattes 
1).*7.£,., =diag( yer 1s CG ys as 0 as utm 1) DY BYE 5. 
IDA EE,(F),j 二 1,…,n 一 1, 而 容易 看 出 
tit, ott), 13 T5 T4 S = I, 
因此 SCE, (F) BW SL, CF) CE, (CF) ix tikes J SL,(F)=E,(P). E 
Fi E WES 4 CEE R PER d, CR Ëd ed, =1 不 能 保 
证 d, ”都 存在 ,j= 二 1,… ,nn)。 
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推论 5.2 it RC = ing. 
(1) XP disda, d, € R fi didie” d, =1, H n Bt HEE D — diag 
(di ds ,*,d,) € GL, (R), M) DC E, CR; 
(2) d BER “为 对 角 元 素 可 逆 的 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 且 对 角 元 之 积 为 1, 
则 BEE,CR). 
注意 ,定理 5.2 事实 上 可 表 为 : 设 下 为 域 , 则 
K, CF) ~ F'@ SL(F)/E(F) 
F3 mA Ue BFR I SC FRIES LSEUERB P xs OC RAB RK EX 
行 于 定理 3. 4 中 K, 群 的 分 解 Ko CO S BK, (R))。 
定理 5.3 设 RC Ring, W 
Ki (R) ~ R'@ SLCR)/E(R) 
证 ”对 群 同 态 正 合 列 
1 SL,(R) > GL,(R) 5 R > 1 
4 co 得 群 同 态 正 合 列 
1— SLUR) > GL(R) — R 1 
注意 由 ECR) <1 GL(R) 可 知 ECR) 4 SL(R); 由 OK, (R)=GL(R)/ECR) € 
-G AI SL(R)/ECR) € «G, jgdet det modE(R) 意 义 下 得 到 的 群 同 态 , 则 
有 -G 正 合 列 
1 > SL(R)/E(R) >K, R > ge 1 
对 Abel FISH GL X ng—g". VgC G.nc 7, WMGELM,FREWEM 
正 合 列 。 
又 群 同 构 
民 一 diag( 民 1, 1,…) 
给 出 Abel 群 的 单 同 态 i;R' —>GLCR)/ECR) =K, GO fidet * i=1,- ,因此 
EW AM 中 的 可 裂 正 合 列 , 故 
K, (R) ~ R'@ SL(R)/E(R) 口 
定义 5.2 设 RE .Ring.id 
SK, (R) = SL(R)/ECR) 
称 为 下 的 特殊 K, BH (special Ki-group) 或 约 化 K,-2 (reduced K,-group), 
有 时 也 称 为 特殊 Whitehead 群 。 
于 是 定理 5. 3 可 改写 为 : 
定理 $.3” 设 RC 2Ring, 则 
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Ki(R) ~ RO SK, (RD 
因此 当 SK, (R)=1 BB SLCR)=ECR) (Han R AROR. K (OSR. 

注 ”由 定理 5.3 知 SK;(R) 度 量 着 SL(R) 与 E(R) 之 差距 ,也 即 度量 
AH 在 这 方面 的 稳定 度 ( 指 与 域 的 差距 ), 因 此 也 可 称 SK, CO JJ R 的 稳 
E K, 群 。 对 交换 环 尺 确定 SL(R) 与 E(R)(SL,(R) 与 E,(R)) 是 否 相 等 是 
一 个 很 有 意义 的 课题 ,这 方面 的 下 述 结 果 值 得 一 提 ( 见 LMcDonald,1984]) 。 

1966 年 ,P. M. Cohn 给 出 例子 说 明 在 F A, m2 时 可 能 有 SL. (F 
Lx, o, |) AE: (FL x sc D ,他 还 给 出 一 个 例子 ,对 民 一 二 [zy Cr 
十 y — 1) GR fr [Bl i5 ^5 bx 35. dE Dedekind 环 ,事实 上 ,平面 代数 曲线 无 奇 点 
(光滑 ) e 它 的 坐标 环 为 Dedekind 环 ) ,SL,(R) 关 E,(R)， 

1967 年 ,H. Bass,J. Milnor 与 J. P. Serre fj 2 R p, ge HH T: 4 423, R 
为 代数 数 域 下 (< 的 有 限 扩 张 ) 的 代数 整 元 环 Or 时 , SL, CR) = E, CR), Als 
SK, (Of) =1, 

1968 4E. R. G. Swan it — 46 VERA T : 4 n=3,R Jg Dedekind KA RR 
为 代数 数 域 时 ,SI UR) =E, (R) ,但 2 一 2 不 真 (如 R=.[V 一 5] 时 )。 

1974 年 ,R. Bass 给 出 一 个 REPID 使 SL, CRO ZEE; CRO AA. 

1980 年 ,F. Ischebeck,1981 年 D. Grayson 都 找 出 使 SK, = 1 的 PID fi 
d. (WL Rosenberg.1994 D, 

1977 ^£. A. A. Suslin 证 明了 ; 设 下 为 域 ,n 之 3, 则 SL, (Fla, or, D — E, 
CFL sesx, D ,同时 猜测 ;SE (CFLz sr DEF. x, |), V n3, 

1981 4E, T. Vorst 证 明了 Suslin 的 上 述 猜 测 。 

1972 ^F. R. Alperin. R. K. Dennis 与 M, Stein 4 H Xf B HER OG, SK, 
(-G) 关 1 的 第 一 个 例子 ( 见 LOjiver,1988] 或 LNM,353(1973) ,1--7), 即 对 
GcC.,0",nze3.p AARM. p 表示 . /pp ,SK1(.G) 关 1, 且 证 出 SK, 
(-G) =1eG=(.2)" KG HY Sylow FH AB I ü C, 3X C XC, EFC, 
X m 阶 循环 群 ) 。 

1978 年 ,B. Magurn 证 明了 对 二 面体 群 (dihedral group)G.SK( G)= 
1。( 见 LOliver,1988 D, 

1987 年 V. Srinivas 给 出 一 个 正规 各 半 群 工 使 SK, CL[L D 251, CUL 
| Inassaridze, 1990 D, 

1988 年 ,J. Gubeladze 证 明了 :存在 秩 为 2 BO IEX Z4 2E LOI occ El. 
> x€L.XVnzl.r AL ZR ICR) SK, CLLD Al, Cli[Inassar- 
idze,1990 D, 

现在 我 们 给 出 几 个 对 讨论 更 复杂 环 类 的 K 群 有 用 的 结果 。 


(eK ge 


定理 5.4 if RC cing, i 二 1,…,m, 则 
Ki (RI B= PR, ~ KR) Bo BK QG,) 
证 显然 有 
GLR, B PR, = GL, (R) DB (GG GL, (Rn) 
令 n oo I A 
GLOR; B= @ Ra) ~ GL(R,) Bo BGLCRK,,) 
再 作 Abel 化 即 得 
GLR, @ = @ R D” = GLO)” B+ BGL(R,,)” 
Bil | 
K, (R OQ GRO = Ki (R1) B= BK, GG.) [] 
定理 5.5 it RE “ing, 
K,(R"") ~ K, CR). CK, #6353 Morita AEE). 
证 注意 到 GLCR" '0CCGLORD .经 适当 分 7X72 块 又 知 GL(R)CGL 
(CR), FÆ GLIR) =GL(R), 4E Abel 化 即 得 证 。 E 
定理 5.6 设 有 环 同 态 :R>S 5 g:S>R E gf=Ir M 
(OD Ki (让 为 单 同 态 , 因 此 在 同 构 意义 下 ,Ki;(R) 为 Ki1(S) 的 子 群 , 记 为 
K, (R)=K,(S); 
(2) K, (8) 为 满 同 态 , 因 此 K (R) 为 Ki1(S) 的 商 群 ( 同 态 象 ); 
(3) KOSK, (R)@Ker K, (g) =ImK, Cg) Ker K: Cg), 


证 同 定理 2.5 之 证 (将 K, AW K, 即 可 )。 C 
用 于 多 项 式 环 则 有 : 


推论 5.3 VRC-"ing, 
K, (Rox, seer, D ~ K: (R) @ Ker K: (2), 

其 中 g:RLz seer JOR AUF gala sz, =A, ONMABWA. 

推论 5,4 i RC€-ing.G 为 (乘法 ) 群 , 则 

K, (RG) ~ K, CR) & Kerk, Cg). 

RB gi RG—R 为 使 g (Sr,g,)=Sr, 的 环 同 态 。 

4 E WUEIGL.GL,.E,E,:-ing— —(# YER). SL, SL: Ring 2. & 
SK,: Ring>-G 都 是 共 变 孙子 。 再 加 上 一 些 直 接 验 证 可 得 如 下 结果 : 

定理 $.7 对 于 -ing, 定 理 5.4, 定 理 5.6(1),(2) 对 GL, GL, , E. E, 13 
成 立 ; 定 理 5.5 对 GL, E PRZ; EM 5. 6CD ,C2DOSE FE — HERE BR T F Zing 
一 -都 成 立 ; 定 理 5.610.020. (D. HEY 5. 3. HE 5. 4 对 任 一 共 变 孙子 
Fi: ing -G= M HET. 
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定理 5.8 对 于 Ring. 
(1) 定理 5.4 对 SK, 成 立 . 即 
SK, (GR, 条 QR) 一 SK CR BD: OD SK(R,) 
HiESH 5.4 对 SL,.E,. SLLE 也 成 立 ; 
(2) 定理 5.5 对 SL 仍 成 立 ; 
(3) 定理 5.6(1).(2) 对 SL.SL, ,SKi 仍 成 立 ; 
(4) 定理 5.6(3) ,推论 5,3, 推 论 5.4 X} SK, 仍 成 立 。 


86 广义 Euclid 环 (GE 环 ) 及 其 Ki 群 


在 上 市 中 我 们 已 知道 ,对 任意 交换 环 R.K, CRO SLORS/EGOOGR' . 
GL,(R)=SL,(R)D, CR). # F OD, CR) =diag(R’ .1, j2—R' ,又 由 SL,CR) 
qq G(RK) 用 群 的 第 二 同 构 定理 可 知 

GL,CR) SL,CR)= SL,CROD,CR)/ SL,CR) 

= D,CR)/SL,CR) N D,CR) = D,CR) = R’ 

从 中 可 看 出 ,研究 E Oo 5 GL, CR) 的 中 间 群 对 计算 K 群 是 有 意义 的 。 由 
T SL, (RK) 是 由 行列 式 定 义 的 ,对 一 般 的 非 交 换 环 无 法 照搬 ,因此 本 节 中 我 
们 考察 ERS GL (R) 的 一 种 中 间 群 一 一 由 E, CR) 5j n] 3i n BY xt fa IE 
生成 的 群 。 先 给 出 如 下 定义 (事实 上 .我 们 又 “ 回 到 了 ”线性 代数 中 的 “初等 
和 矩阵 群 ”, 只 是 将 域 下 中 0 了 4 EF Ba CF A uR EaD aj 
形 的 行列 变换 ,因此 允许 行 对 调 与 列 对 调 , 见 8》 5。 

定义 6.1 iX RE -ingi GE, (R) A GL, (GRO tdi E,CRO 5 — H n [t 
可 逆 对 角 和 矩阵 生成 的 子 群 , (当然 有 E (RO GE,CRO & GL, (R)).#& GE, 
WAR Els BI MASH. CR 为 域 时 ,GE,(R) 即 线性 代数 中 的 
阶 “ 初 等 矩阵 ” 群 )。 

当 GE, (CR) =GL, CR) 时 , 称 民 为 GE 环 , 记 为 REGE,; 

当 GE,(R) 二 GL,(R) 对 无 穷 多 个 1 成 立时 . 称 R 为 稳定 GE 环 , 记 为 R 
€ SGE; 

4 GE,GRO-—GL, CROI— E] n ROA. TR R ATO X, Euclid 环 或 GE 
id A REGE, 

注 帆 ”研究 使 ECR) 王 GE,(R) 的 环 尺 无 意义 ,因为 域 也 不 具备 这 个 
性 质 , 因 此 对 K 群 的 研究 更 无 意义 。 

由 定义 6.1 可 得 : 
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命题 6.1 在 -ing 中 ， 

(D GECGE,f|SGE; 

(2) :ing 王 GE, ; 

(3) GE,(R)={AEGL, (RIA 可 经 (i) 十 a(j)(k +61 ) 形 行 ( 列 ) 初 
等 变换 对 角 化 }; 

(4) 域 , 除 环 ,局 部 环 ( 未 必 为 交换 环 ) ,Euclid 环 ( 未 必 为 交换 环 ) 都 是 
GE; 

(5) GE, SGE, GE 环 类 都 对 环 的 直 积 封闭 。 GE AR. SGE ERI mx 
m dB EEXR a GW GE 5, SGE 环 。 因 此 (Artin) 半 单 环 为 GE 环 。 

证 (1),(2) 是 显 见 的 。 

(3) AGES DeD =D, +E) D '—L 4 DGE,)D !) 


diag(d, d» sd Je, = e!" diag(dy sdz, d,) C=) 
即 得 。 
由 (3) 得 (5) 是 显然 的 。 
(4) 只 需 证 局 部 环 ,Euclid FH GER, 
(i) R R ARMM {ER n 与 A=(aj)EGLCR), 则 有 了 一 (o) 一 A” 
EGL, (R). F&F aa a PRE R PB 3X jc , Ml a, € mOR f& — KRAK 
理想 ,对 加 ( 减 ) 法 封闭 ) ,j==1,…,n。 于 是 


1 = ba, c mn 
这 是 不 可 能 的 ,因此 必 有 a, AR rin EC. Bis 38 5. 5 后 面 一 段 所 证 同 
理 可 知 , 作 G) 与 (1) 的 行 对 调 :(7) 汪 (1)( 相 当 于 A 左 乘 三 个 初等 矩阵 与 一 
个 第 7 个 对 角 元 为 一 1, 其 余 对 角 元 为 1 的 可 首 对 角 阵 ) 可 将 a; PBC. 
位 置 , 因 此 可 设 a, ER' ,于 是 4 可 经 初等 行列 变换 将 第 一 行 ,第 一 列 其 余 
位 置 化 为 0, 即 有 初等 矩阵 T, T, 使 


Ull 
T AT, = | A | 
1 


其 逆 和 矩阵 必 为 


Æ. Wik 
A; € GL, (R) 
故 用 归纳 法 即 知 有 初等 矩阵 T. T, 使 T;AT, 为 可 逆 对 角 和 矩阵 ,由 此 知 RR 
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C GE,. Yn, B) RC GE, 
GD i RW Euclid 环 ,对 应 Euclid( 左 或 右 ) 除 法 的 上 映射 为 
ô; RAO — N 
仿 上 段 证 明 , 不 失 一 般 地 可 设 A= (a) EGL, GOR 
Can) = min(O(a,,),0(a4 ),j = lyen) 
于 是 经 有 限 次 Euclid 除法 与 分 别 对 应 T,,7T, € E, (R) 的 初等 行列 变换 与 行 
( 列 ) 对 调 将 A 化 成 


T,AT, = [ 4 )， cE RF',A, € GL (R) 
2 


因此 由 归纳 法 即 可 证 得 AC GE,(R), 从 而 知 REGE, L 

HO MEREEN, XC 阶 ) 和 矩阵 施 以 行 对 调 ( 列 对 调 ) 相 当 于 对 此 和 矩阵 
左 〈 右 ) 乘 广义 初等 矩阵 (GE, (R) 的 元 素 ), 对 角 阵 中 对 角 元 的 对 调 则 相当 于 
左 、 右 乘 初等 矩阵 (E, (R) 的 元 素 )。 

由 命题 6. 1 与 推论 5.2 立 得 如 下 结果 ( 域 上 相应 结果 的 推广 )。 

推论 6.1 设 RE2Ring, 且 民 为 局 部 环 `Euclid 环 或 半 单 Artin 环 , 则 
SL, CR) =E, (CR), Y 22, Alt SLCR) =ECR),Ki(R)&R’ , 

我 们 还 可 证 更 一 般 的 结果 ,为 此 先 证 一 条 引 理 ,该 引 理 用 于 交换 环 是 
1977 年 A. A. Suslin 一 个 重要 结果 (E, (R) <4 GL,(R), Yn=>3,RE SRing) 
的 特例 。 

引 理 6.1 it RC Ring, D=diag(d, ,d;,-.d,) HH Wt ABR, BE 
FE,(R), 则 DBD € E,(R). Alt, RE GE, Bt, E (R) < GL, (R), V 222, 

证 $ B-—e-ees Sy 

DBD™ = (Dei, D?) (Det, D^) 
于 是 由 命题 6. 1(3) 之 证 中 的 (* ) 式 得 : 右 端 为 初等 矩阵 之 积 , 即 DBD'C 
E,(R). E 

定理 6.1 ig REZRing, W 

(1) REGE, S SL, (R) =E,(R)4GL, (R); 

(2) RESGE © SK, (R)=1 SK (R)=R’ ; 

(3) REGE & E, (R) =SL, (R), Val 

e Vnzl, GL,(R)=E,(R)D,(R) 
=SK,(R)=1, Alt KRSR’, 

证 (1) 之 :由 REGE, 知 ,YAESL,CR)CGL,(R) 必 可 表示 为 如 下 
形式 
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A—B,D,B;D;-B,D,, 
其 中 B, C E,.GO.D; An KARRA, CNB j=l eek, FE 
A = Bi (D, Dj (D, Dz) B4(D41D;) 0 (CD, D+ 
D, ) B, (D, D+ D, ,) D Dz +++ D, 
id D- D, D; D, —diag(di.d;,*,d,), H15|3E 6.1 4 
Bi (D B: Dy!) (CD, D:) B, (D, D;) 3»: 
(CD, D: + D, OB,(QDiD;--D, ,) >) € E, CR) 
而 由 推论 5.2 又 知 DEE, (CR) GX AW detA —detD—did;:d,—1). [X 
此 AC E, CR). B SL, CR) — E, CR), 
<=; 由 引 理 5. 1 NI, VAC GL,CRO,A—SD, Kn SCSL, CR) -E, CR), 
D 为 对 角 可 道 阵 ,由 此 即 知 RE GE,, 
(2) 第 二 个 “GS” 是 已 知 结果 ,下 证 第 一 个 “6S”。 
=>: 由 (1) 知 , 当 RESGE 时 , 必 有 无 限 多 个 nn 使 E,(R)==SL,(R), 生 
E, (R)ASL,, CRIA YA n> m 使 E,(R) —SL,GO "FR 
SK, (R) = U SL,GO/ U ECR) = 1 


因此 Ki(R) 二 R“ (由 定理 5. 3) 。 

=; Ri RESGE, BIA ABE n {E GE,(R)=GL,(R). FEA m 使 
mn, Wf, GE„ (CR) ÆGL„ (R), B RE GE, CR), 01) 24 mien, 时 ,SL， 
(R)4E,, GO, Bik SK, G0 z1. 5 SK, (R)=1 FJA. 

(3) 由 (1),(2) 及 引 理 5.1 即 得 。 [] 

注意 到 整数 环 ?, 以 及 域 下 上 的 一 元 多 项 式 环 FFz] 都 是 Euclid BH, 
因此 为 GE 环 。 于 是 有 

例 1 K CD={+1) >, 

Kı (Fir) = FK (F), 其 中 下 为 域 ， 
因此 K CF ye La ES XR p 个 元 素 有 限 域 。 

由 命题 6. 1 之 证 中 的 (x ) 式 又 可 得 : 

命题 6.2 it RC ing, 则 

(D REGE, YAEGL,(R),A= BD, E BC E,.CR).D-—diag(d, 
l,-.D,d€R' S VACGL,(R),.A=D,B,.## B, € E,(R), D, = diag 
(dilse, l)ed ER’; 

(2) REGES Vn, AEGL, CR) ,A— BD, Kr BC E,(R),D=diag(d, 
l,.D,d€R' OVn,AEGL,(R),A=DB,, 其 中 B,CE,(R),D, =diag 
(di,l.-.D.d,€R', 
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证 ”显然 只 需 证 (1) 的 第 一 个 “ 佑 ”中 的 “一 ”。 事 实 上 ,由 命题 6. 1(3) 
Al RCGE,OVACGL,(CO,A-— B,D;, ,其 中 B; € E.(R), D; =diag(d,.d2. 
esd) d; ER’ .j—1,2,-*,n, W t, —diag(1.1,7.1.d, sd; 2,2, | =diag 
sl, =t, d,d, i. (dd 1) s 1), e884 te = diag (d,d i + dz, (d,d, °° 
di) .1,-,D,. HIEI 5.1 EMA z, EE, CR), j=2, n, H 

t0, Ds, = diag(d,1,°*,1), 
其 中 d=d,d,_,--d2d,CR’', FE 
D, = t,'t *"t; diag(d,1l, ,1),t! € E,(R) 
代入 A=B, D, 即 得 欲 证 。 (J 
推论 6.2 Ut R ARH, Euclid 环 或 局 部 环 ( 未 必 交 换 ), 则 Yn,AE 
GL, R. VA A— BD, RP BEE,(R),D=diag(d,1,…,1),dER'， 

由 命题 6. 2(2) 9, RC GE, Mj V nz 1, GL, CR) — E, COD, CR) —D, 

(OE, CR), & noo 4f 
GL(R) = E(R)D(R) = D(R)ECR), 
显然 对 RESGE ,此 式 也 成 立 。 其 中 DCR) =diag(R' L OSR (注意 在 此 
同 构 下 ,由 推论 5. 1(2) ,可 认为 [R .R^ JCECR) NDR). 
由 于 ECR) 4GL(R) ,DCR)<GLCR) ,由 群 的 第 二 同 构 定 理 得 
D(R)/CECR) N DCR))= ECR)D(R)/ECR) 
= GL(R)/E(R) = K, (R) 

由 此 可 得 (注意 RE CRing 时 ,由 引 理 5. 1 与 定理 6.1(3) 知 ECR) QD(R)= 
{[} ,因此 DUO /EGO DCRR’); 

定理 6.2 设 RESGE(R 未 必 为 交换 环 ), 则 

(D GL(R)=E(R)D(R)=D(R)ECR); 

(2) K, CR) =D(R)/CECR) (1DOR)D =R’ /G, HEIR’ ,R'I<G< 
R'; 

(3) 有 和 群 的 满 同 态 

R^ =R /[R,R] —sK,(R); 

(4) 4 R 又 为 交换 环 时 ,Ki(R) 二 R'， 

AA. a R ARM Euclid 环 或 局 部 环 ( 未 必 为 交换 环 ), 则 有 和 群 的 满 
同 态 R^ >*K (CR) ,我 们 在 后 面 的 8$8 中 将 对 除 环 与 局 部 环 证 明 , 事 实 上 ， 
有 KiGO—R'", 

再 来 讨论 半 局 部 环 ( 如 Artin 环 、. 半 完全 环 .完全 环 QF RS) AY Ky 
群 , 先 证 明 一 条 引 理 。 
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引 理 6.2 ib R€ Ring,K4R H KCJ CR) ,Jitj 
(1) R/KCGE,O REGE,; 
(2) R/KEGE © REGE; 
(3) R/KESGE © RESGE, 
证 ”只 需 证 (1) ,因为 (1) 之 (2),(3) 都 是 显然 的 。 
=>, 事实 上 ,标准 环 同 态 x:R 一 R/K 诱导 出 群 同 态 
GL, GO :GL, (R) — GL,CR/K) 
(KEJ CRA RD A AAS ECR p> 38 为 素数 ,x:Z ->Z/pZ 诱导 的 GL, 
(7) :GL, (2) >GL,(2/p2) BAS d E n]. AA 
KerGL, (7) = I, + K"", 
由 入 J(R) 知 1--aER' ,YaEK, 于 是 KerGL, (r) pE E E A=, + 
(a, ) 都 是 初等 矩阵 之 积 ( 用 初等 行 变换 (2) 十 (1),(1) 一 a Ata, a4) 7 
(2) 得 (1,1) 位 置 为 1 的 新 矩阵 , 青 用 初等 行 变换 与 归纳 法 即 知 )。 因 此 
KerGL, (x) Z GE,CR) (x x) 
任 取 CEGL,(R), 记 C= 二 GL, (x)(C)。 由 设 用 命题 6.2(1) 可 知 ,C=BD， 
其 中 BEE,(R/K),D=diag(d,1,…,1]),dE(R/K)'。 由 E, C) Ce; ) =e; , 
-一 T(r), 知 E, (r): E, (R)—>E, (R/K) i ES, D bo BEE, CR) fii 
E,GOCB)—B, BH D-—diag(d,1,:-,1), Æ P z(d)=d, Hi KerGL, (r) 
—L--K'""8C5BD 只 相差 一 个 因子 = 上 十 FE KerGL, (7x), 其 中 FE 
K”"“。 于 是 由 (x » ) 知 有 EEGE,(R) 使 C=BDE 或 EBD。 由 此 知 RE 
GE, . 
: 只 需 证 GL, (7) 是 满 的 。 事 实 上 , 任 取 AEGL,(R/K), 则 有 BE 
GL, (R/K){# AB=I,. BMA A.BCM,(OR)ER"""fl& M,(7)(A)==A， 
M, (7) (B)=B H AB 的 对 角 元 都 在 1 十 KSR' 中 , 非 对 角 元 都 在 K 中 ,于 
是 对 AB 作 初 等 列 变 换 可 化 为 1,, 即 有 EEE,(R) 使 ABE==1,, 因 此 AE 
GL, (R), Bf GL, (7) 是 满 的 。 g 
由 上 证 明 顺 便 得 : 
推论 6.3 设 RERing, 天 qqR,r:R ->R/K 为 标准 环 同 态 , 则 E, CME 
满 同 态 , 且 当天 CTJCR) 时 GL,(r) 也 是 满 同 态 。 
现在 可 证 如 下 结果 : 
定理 6.3 设 民 为 半 局 部 环 ( 未 必 为 交换 环 ), 则 
(1) REGE; 
(2) K, (R)=R’/G, PLR’, R I<G<R’ ; 
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(3) 有 和 群 的 满 态 R°°->Ki(R); 

(4) 当 尺 是 交换 半 局 部 环 时 ,K,( 尺 ) 一 尺 ' 。 

证 由 尺 为 半 局 部 环 知 尺 /JR) 为 Artin 半 单 环 , 于 是 由 命题 6. 1 A 
R/JCR)EGE, 因 此 由 引 理 6. 2 知 REGE, Hr Hi E oe. 2 即 得 (2),(3)， 
(4), 口 

REG 在 $9 中 我 们 将 讨论 对 定理 6. 2(2) PR K OO -—R" /G, 并 在 R 
为 半 局 部 环 时 完全 确定 这 个 G。 

从 定理 6.1 n An 求 K 群 时 判定 出 RE SGE 即 已 足够 ,不 必 再 判定 民 
EGE, 且 判定 REGE 比 判定 RE SGE AEBS. th n A [ McDonald, 
1984 D ,对 有 限 循 环 群 G,H. Bass F 1967 年 即 证 出 ZG € GE,, V n3, M 
而 ZG € SGE, 但 直到 1984 年 ,K. Dennis, B. Magurn 与 L. Vaserstein 才 证 
iH ZG € GE; ,此 时 才 知 ZG EGE。 当 然 ,判定 RE SGE 也 不 是 容易 的 ,不 过 ， 
交换 GE 环 有 一 个 子 类 一 一 交换 稳定 环 是 比较 容易 判定 的 。 

定义 6.2 BRE Ring, H aR+bR=R(MA zc, yECR faz -d-by-—1,.Jt 
时 称 (a,5b) 为 二 元 么 模 行 ( 列 ), 记 为 (a,65) € U; COO AOA CER fi athe 
A BIC FE R +), WER AREMA stable ring) 或 稳定 度 为 1 的 环 , 记 为 
RE Sr]l, 

ik wz H. Bass 在 LBass,1964j 中 给 出 的 定义 ,也 是 1967 年 D. Estes 与 
J. Ohm 对 交换 环 所 作 定 义 的 依据 。 更 一 般 地 ,在 Me 中 车 对 六 = Gus 
Lm ER "rR +r, R =R, WER X Em TAR, wA XEU,CR) 
(为 方便 起 见 , 也 记 为 X EU。(R))。 如 果 对 X= ern) EU, (R) 
有 Vist ,yn 人 ER 使 (x H+ Bey Vie Le tLe yz Tn 十, Ym) EU, CR), 
则 称 X 可 缩短 (reduced) 或 称 X ABH (stable). id 

SrCR) = n = minim | VY € Una (R) 都 可 缩短 }， 
称 为 R BS UE ) SEE (stable range) 。 可 类 似 地 定义 左 稳定 度 且 可 证 民 的 
左右 稳定 度 是 相等 的 ( 见 [McConnell，1988]) ,都 可 记 为 Sr(R) =n RE 
Sra, 

现 证 明定 义 6.2 中 “a 十 bc AAW I" ff abec€ R'”。 为 此 只 需 
证 : 

命题 6.3 i RE Srl, Mj R 为 Dedekind 有 限 环 ( 吉 有 限 环 ), 即 民 中 必 
=] 5 vu-—1 是 等 价 的 。 

证 只 需 证 uv=1 时 wuE€R'。 事实 上 ,由 (wv,1 一 vu)E€ U,(R) 知 , 必 有 
1€ R ff r=v+ — wt HÉ xL. fi ux 二 uv 十 ut 一 uvut 二 uv 二 1, 于 
是 :又 是 z 的 左 道 元 ,因此 xER' 。 由 此 知 uER'，。 C] 
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1973 年 E. G. Evans WEA f Ends (M) € Srl BY M TE,)R PRA, 
B] MDB= MAC BE BHA Bo C(HERM H) A Menal, 1988 D, FERE 
Srl 时 ,R EeM 中 直 和 可 消 ( 反 之 不 真 ,如 由 (2,5)E€ Us(Z) 不 可 缩短 知 ,Z 
€ Srl,fRZfE;9n PHAR). Alt Sri 环 类 的 判定 是 直 和 消去 理论 中 的 
重要 课题 , 它 与 Ko。 K, 群 都 有 密切 的 关系 。 可 以 证 明 Srl 环 类 对 环 的 直 积 
及 正 向 极限 lim 都 是 封闭 的 , 且 R/J(R)E Srl ORE Sri eR" € Srl, Yn 之 
1 ,因此 半 局 部 环 必 是 稳定 度 为 LMA. ZIEWMAOQHEAE: YrER, 必 有 
uE R'E rur=r HAR 称 为 么 正则 环 ) 即 稳定 度 为 1 的 von Neumann E 
则 环 ,Krull 维 数 为 0 的 环 以 及 稳定 度 为 1 的 环 上 的 形式 医 级 数 环 等 都 是 稳 
定 度 为 1 的 环 , 但 对 任意 交换 环 R, Rir | ESrlC(r,27 十 1) 不 可 缩短 )。 现 
在 我 们 对 IBN 环 来 考察 Srl ,SFF,GE 的 关系 ,为 此 先 建立 一 条 有 用 的 引 
BE. 

引 理 6.3 设 REIBN, 则 下 三 点 等 价 : 

(1) RE SFF; 

(2) 设 f:R"->RW Me, PLEAS: ROR ->R 为 Me 中 对 第 
一 直 和 项 的 标准 投射 ( 同 态 ), 则 有 Me PHA fF IRUTROR" f&xf-—f; 

(3) RE UCP( RI) R AA ZS CHO HEIR. ETE: V Capea TE 
U, CR) (Caisean) € U, CR) MBA AE GL, R) Cares a) (Qai ses 
au)) 为 其 第 1 列 ( 行 ))。 

证 (D > (2): 设 RESFF, 令 P=Kerf M h R EPM: 知 ,在 同 构 意 
义 下 可 认为 玉 一 R 申 已 ,于 是 了 可 看 成 是 尺 昌 已 关于 第 一 直 和 项 的 投射 : 即 
flr=lre.. B REIBN H RESFF 知 有 Me A g : PR" ,因此 flre: 
RQP-R'-—ROQR" 为 同 构 , 记 =f De BRA xf-f. 

(2) 903): BEC2) RO FER Gs: z,) € U, CR), WW AS Crist, 
x, TER 对 应 的 fR >R AHMAR PERMAAME.S(Y)=YA, 
VYER"), z X WBJABEE $5829(1,0,---,0 7€ R" , iB AC R3 f£ 对 应 
HER., (DEZ, h f Ale A EGL, (R, midi zf—f XA A(C,O, 
00) =A, BG uin 为 AEGL,(R) 的 第 1 列 ,因此 RE UCP,BI C2) 
一 (3)。 

反 过 来 若 (3) 成 立 , 满 同 态 f:R’ SR 对 应 的 A 必 为 么 模 列 ,由 RE UCP 
知 A 必 为 某 一 个 AEGL,(R) 的 第 1 30, & A MMA y f iR" RGD 
R"”!, 则 了 为 同 构 且 A(1,0,…,0)7 二 A, 即 x 了 = 二 f。 因 此 (2) 成 立 。 

(2)>(1): 设 RDP—-R', f:R"=RPP-R 为 对 应 第 一 直 和 项 的 标 
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ee 


准 投射 。 由 (2) 知 必 有 同 构 fiR"—RQR'" "使 xf 二 了 ,由 f Alf P 
Kerf-Kerr—R" 。 FU s BU AS — REOR ORSR 蕴含 着 RS 
R" “(注意 REIBN), 故 RE SFF. E 

命题 6. 4 i RE Sri, M 

(D RE SFF=UCP; 

(2) Re GE, Bil SERT E R” >K (R), BU RE -Ring 时 K: 
(R)=R’, 

证 (1) 由 ReESrl, 可 证 REIBN, 再 由 引 理 6. 3 知 , 只 需 证 RE UCP. 
任 取 n22 与 (al ass a) EU, (CR) BIA & 5, € R { a,b, +++ tanb, 
二 ] HM Gi, azb: te +a,b,) € U; GO ARE Srl MBA c€ R fi 

ay + (ares +o Haube uc R (由 命题 6. 3) 。 
id c, — bjc , Wi a, 十 aoc d- ** ta,c, =U» X] 


— €, l 


作 初 等 行 变换 (1) 一 Sai CO FEE ETT BRD) "Eu (1) ,i 二 Zora 
1 二 2 
则 A 变 为 diag(x,1,…,1). 于 是 AE GL, CR) HVA Ca, yas 5*7 san) 为 第 1 行 ， 
故 R c UCP. 
(2) 任 取 ?与 


a) a» tt y, 
A= | Je GL,(R) 
x 


记 A HORS 1 WAC bs b! AAU HT, 知 
ab, azb: +e + aub. = 1. 
由 RESri, 仿 上 段 证 明知 必 有 c.. ER 使 
d, Haze tee tae, —u€ KR. 
记 


则 由 引 理 5.4 知 CEE,(R)。 而 AC 的 (1,1) 元 素 为 wER Bl AC Co) 
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可 经 行列 初等 变换 (一 cu O, j 一 ca d 和 7 一 2 和 变 成 
ü A JE GL,(R), 
SLB EY 


eH Ai B, = BA, = L 


因此 A, EGL, (R). ABAI R T K A 用 初等 行 、 列 变换 化 为 可 逆 对 角 
形 , 故 REGE。 由 定理 6.2 又 可 得 关于 Ki1(R) 的 相应 结果 。 [] 
由 引 理 6. 3 ,命题 6.4 及 命题 1.7 立 得 : 
推论 6.4 RESA HK (RAZ, t f(LR])=1, 则 RE PF. 
命题 6.4 又 可 以 被 改进 为 : 
定理 6.4 设 REIBN, 则 下 面 五 点 有 关系 : 
(3)@(4) 


(1) 302) 
(5) 


(1) SrCRO xin, l1xin«o9; 

(2) V(a,,as, a, E Una CR) BE n] 48 A BJ, Al Srm 之 Srn， 
V mcn; 

(3) VCXa,as.,a,,,05€ U,,, HO BERI 4EXg— AC GL,L, COO RISE 1 
ÍF, V mzn 

(4) TE D, PO POOR —R'.t—s—m t, PR”, Y mEn, AER p 
于 ?2 的 稳定 自由 模 都 是 有 限 生 成 自由 模 ; 

(5) Ki GO H1 GL, (R) f£ GLCR) 中 的 象 modECRO AM, 4 RE Ring 
时 Ki(R) 由 R' 2GL,GOO 5S SL,(R) 在 GL(R) 中 的 象 modE(R) 生 成 。 

证 〈1) 之 (2) :由 归纳 法 知 只 需 证 m=n+1 的 情况 。 任 取 (a ,as,…， 
a,,22€ U,,; FO , WS 5; ER, jl, n2 使 Sab, 一 1, 记 a = à aiU 
HF po Onis MERA CaL aa^) E U,,, CR) ,于 是 由 R € Srn 知 必 有 ri， 
Un © OR (f(a, artesa, tar) € U,CR) AIA ER HU 

Cay + ambn stt às a OzTn, 
ami 7 à4,,,* 0) € Up (R) 
Bl Cai ,as ,… ,a,+z) 是 可 缩短 的 。 
(D> BRN. 
(2)=>(3): 只 需 证 m=n 的 情况 即 可 得 证 。 
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首先 注意 U, (R) 中 的 分 量 作 置换 后 仍 属 于 U, (CR) (一般 地 ,可 能 影 
啊 其 缩短 性 ,如 (5,2)EU:(Z) 可 缩短 ,但 (2,5)EU: (2 二) 不 可 缩短 。 不 过 ， 
由 (2) 知 U+: CR) 中 向 量 均 可 缩短 , 作 此 置换 后 不 影响 本 证 明 的 一 般 性 )。 
FEIER (Ca a, acEU(CR), 其 缩短 形 可 取 为 (as Fairs as 十 
airos sana +47, EU.(R)。 与 此 相应 地 有 初等 列 变换 


(a, sao Tan kd "tad seen +arr,) 


CQ, sd2 tta.) 和 ~ ~ 
P42 % 

1 二 2,3,""* ,nn 十 ] 
于 是 有 初等 阵 T, CE. CRB Casas. au D Ti = la a Faris saya, 
Farr). Hla: +a sa; airsean Hard EU, RA, GE GERE 


(a;--air dete + (ay tar Jonu=1FRERAUMRAB I 十 


ntl 


^ i c, (l—a,) 的 初等 列 变换 变 为 (1,a， Hairi st sa Har, )。 再 用 初等 


TE 
WEM; — 1 (Co 二 arr 一 2 二 1, 即 化 为 (1,0,…,0), 于 是 有 T 
€ En, (RYCGL,,, GO ffi 
(41,42 ,***,a,,, ) T» = (1,0,°%°,0) 

B Gai asta 0,0,7,0 T2 X T; € GL,LCRORUAS 155. 

(32-2 (4) BE BRE (2) => (3) Z E RIAL GE XE Ce 0! =e), V mEn, Cai sas, 
an) EU CR) 都 是 某 一 个 4AEGL， CO 2S 1 列 。 由 引 理 6.3 zm 
证 的 方法 知 , (al ,as，… say.” 对 应 Me 中 一 个 满 同 态 FIR" SR. XT 
第 一 直 和 项 的 标准 投射 za: ROOR" >R 对 应 着 (1,0,…,0)7, 而 和 A 则 对 应 着 
同 构 .f:R”' 一 RODR" 使 xf==f, 于 是 由 引 理 6.3 之 证 并 用 归纳 法 即 知 , 秩 
不 小 于 的 稳定 自由 模 P( 作 为 Ker 了 有 ) 都 是 有 限 生成 自由 的 。 


m4-1 
(4) (3) (ERR Ca, stt dl )€ Uns CR) US by yt TANE Jab, = 
r= 1 


1( 注 意 由 Sra 的 左右 对 称 性 , BRM 中 论证 )。 于 是 有 对 应 于 (cl ,…， 
Qn) WRAS SR SR, WP = Kerf, PORS R", ha) AP 
œ KR”. 定义 r ROR” 一 > 及 为 关于 第 一 直 和 项 的 投射 , 即 x 对 应 (1,0,…， 
0) , 则 有 同 构 fF: R"" ROR”, ARAMA E€ GL (R) Haf =f, FB (a, 
awit) 为 4 的 第 1 列 , 即 (ci…ao) 为 47EGL CR) 的 第 1 行 。 
(2) 二 (5): 任 取 A=(a,;)EGL,,,(R), Il Am = (Gy soos di) 


EUn (KR), 由 (2) 注意 Srn 的 左右 对 称 性 , 知 A - 是 可 缩短 的 。 于 是 仿 (2) 


>(3)Z EM, A T; < Ena: CR) fil 
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RA KEH 


ra 


x* 


对 和 4A 作 初等 列 变换 (对 应 T4 € En CR) Wu] n] 4i 


l 
T.AT, = ( 


] 
Ua] 
JE ,因此 A, € GL, CR), 依 此 类 推 知 必 有 Tı» T; € En, CR) 
l 


A: 
FEW d p: 


T.AT, = ^ 


A; 

其 中 A,EGL,(R). FE K OO B GL, CRO 4 GL(R) 中 的 象 modECR) 4E 
Mm. 4 R€ ZRing 时 ,由 引 理 5. 1 4 K; (0 d R^ =GL GO 5 SL, (RE 
GL(R) PRA mod ECR) 生 成 。 [] 

利用 引 理 6. 3 前 所 述 结 果 : 半 局 部 环 为 稳定 度 为 1 的 环 , 立 得 

推论 6.5 设 尺 为 半 局 部 环 ( 未 必 交 换 ) ,更 一 般 地 ,RESrl, 则 K, (R) 
HR’ =GL (R) 在 GL(R) 中 的 象 modE(R) 生 成 。 当 RR 又 是 交换 环 时 ,又 
有 Ki(R) 和 二 R'， 


$7 Dedekind HAY Ki 群 与 Mennicke 符号 


如 众 周知 ,代数 数 域 (有 理 数 域 < 的 有 限 扩张 域 ) 中 的 代数 整 元 环 OF 
为 Dedekind 环 ,在 代数 数论 中 起 着 重要 的 作用 。 在 代数 几何 中 ,平面 代数 
曲线 1 无 奇 点 (光滑 ) 的 充 要 条 件 是 ! 的 坐标 环 为 Dedekind 环 ( 见 [Orzech， 
1981])。 最 常用 的 整数 环 Z, 以 及 更 一 般 的 PID 都 是 Dedekind 环 , 因此 
Dedekind 环 的 重要 地 位 是 不 容 置疑 的 。Dedekind 环 有 两 个 常用 的 特征 性 
J: OD 一 切 非 零 真 理想 都 可 惟一 地 分 解 为 极 大 理想 适 的 乘积 ;@ 一 切 非 零 
FAS BB BY WC TEDL S 22)。 为 研究 Dedekind HAY K, 群 , 先 证 明 如 下 结果 : 

命题 7.1 设 R 为 Dedekind 环 , 则 Sr(R)<2, BI ,Dedekind 环 的 稳定 
度 不 超过 2。 

证 只 需 证 任意 的 么 模 行 a= (lanana) EU;(R) 都 可 缩短 , 令 I= 
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aa RIR, 
(1) 34 I=0, Bl a; =0 BY (a, +a; * 0,a, +a; * 0)=—(a,,a,)ECU,(R), 
无 需 骨 证 ，。 
(2) M 1 二 R, 即 a, H% a, ER 时 ,(aj 十 a;(1 一 ay al),a;y 十 a3， 0) 
— (a5,a4;) € U; CR) , Bl a n] Ab 
(3) 34 0Æ1ÆR 时 ,由 Dedekind 环 的 性 质 知 , 必 有 M; € MaxR 使 
I= M3--M»*,M,,-.M, ER, 
于 是 R/T 为 交换 局 部 环 的 直 积 (由 中 国 剩余 定理 ): 
R/T = R/M? OD DR/Me. 
由 推论 6.1 AI SL, CR/MP O—E,CR/M?),j—1.2,-,R. Att 
SL,CR/D = E, (R/T), Vn > 2 
id r€ R EMER A c:R->R/I FÉ. H aE U;(R)M,a,R+ 
a,R+a;,;R=R, Wt 
a,R/I+a,R/I+a;R/I 
= a,R/I+a,R/I 
= R/IGESR a; € l,a; = 0) 
于 是 有 ziyzzER/T 使 aizi 十 az 一 1( 即 az 二 az 一 1EDID ,因此 


X1 X — 
det} |. _ |=] 
— à» 1 
Xi X. 
—a ay 


注意 7 诱导 的 群 同 态 E, GO E, (R) — E, CR/ DO AE & I0 5 ) 必 为 满 同 态 
(GL, GO :GL, CR) --* GL, CR/ D , SL, GO : SL, CR) > SL, (R/T) 未必 为 满 同 
态 )。 因 此 E;CR/DfS EXxS5BEETE E; (R) 中 有 关于 EGO WR, B ib a;， 
a, 各 取 适 当 的 代表 元 6 ,6b ,可 取 此 原 象 为 
Xi Xz 
M" bi 
FE bri +b.22=1,. Kaya, tarz,~-1l1E€ I=a;R, AIA x3ER 使 aix 十 
Q,%2 +azx; =l, HEEB 


= le x4 = (6,27; HO) 23> 


由 此 知 


€ SL(K/D = E,(R/D 


| € E (R) C SL; CR) 


则 有 
Q1X; + à» x» + a4 (xi có xilx, = 1, 
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即 
(ai +4€36,73) x, + (as + a3ho73) 2%, = 1 
于 是 
(a; azb z; 32 二 a40; x43) € U, (R), 
Bla 可 缩短 。 因 此 SrCRO «2. C 
由 下 述 推论 知 命题 7.1 不 能 再 改进 为 Sr(R)= 王 1。 但 由 上 证 知 , 命 题 
7.1 可 推广 到 "一 切 主 理想 都 是 极 大 理想 客 之 乘积 ”的 交换 环 。 
推论 7.1 Sr(Z)=2, 
证 H- X Dedekind 环 由 命题 7.1 Fl Sr(Z) 志 2, 但 (2,5)EU,(Z) 不 
可 缩短 ,因此 Sr(2) 一 2。 
由 命题 7.1 与 定理 6.4 再 注意 到 引 理 5. 1 , 即 得 Dedekind 环 K, 群 的 
FRAR, 
定理 7.1 iX RW Dedekind M, Mj K: (R) A GL, CR) — R^ 与 SL, CR) 
在 GL(R) 中 的 象 mod E(R) 生 成 ,因此 也 可 由 GL; (R) E GL(R) 中 的 象 
mod E(R)4: K , BI 


R’ SL, (R) 
K, (R) = < mod ECR), 7 mod ECR))» 
GL, CR) 
= mod ECR) 
SL, CR) 
二 RO mod E(R) 


4O 由 于 1974 年 H. Bass 已 给 出 一 个 REPID 使 SL CO ZEE, (R), 
因此 定理 7. 1 已 不 能 再 作 实 质 上 的 改进 。 此 外 注意 到 2 — (0-1). Bm EHE 
7.1 又 一 次 看 出 Ki (ZSZ, (2 阶 循环 群 ) 。 

由 定理 7.1 还 可 以 看 出 ,对 交换 环 R 研究 SL; (R) 在 GL(R) 中 的 象 
mod E(R) 生 成 的 SK, CRO AF E GRE Ki(R) 的 子 群 ); 找 出 该 子 群 中 
元 素 便 于 计算 的 表示 形式 ,都 是 十 分 有 意义 的 ,尤其 是 对 Dedekind 环 。 为 
此 我 们 通过 下 述 引 理 介绍 Mennicke 符号 (Mennicke symbol), 

首先 注意 

(" ar SL, CR) 

c d 
意味 着 (a,6)E€ U:(R) 且 作 (2) 十 r(1)，VrER 所 得 的 新 矩阵 第 1 行 仍 为 
(a D) ,第 2 行 则 变 成 (c 十 ra,d 十 5) ,新 矩阵 mod ECR) (BIR AY SK, (RO rh 


的 元 素 ) 与 原 矩 阵 mod ECR) 仍 相同 。 即 
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a b a b 
| ) = | ) mod E(R)) 
ctra d+ 


于 是 容易 联想 到 去 试 证 下 述 引 理 。 

引 理 7.1 i RE CRing.(G b) € U; CD , W SL; CRO REL Ca b 988 1 
行 的 矩阵 一 定 存 在 , 且 这 些 和 矩阵 (在 GL ORO AR) mod ECR) fj [8] s 28 
(SK; CR) 中 的 元 素 ) 与 它们 的 第 2 行 选取 无 关 , 记 该 同 余 类 为 La b 1. KH 
Mennicke F B, 

证 Ala, DEU (PAVA cd € R fli ad —6c—1. W f 


a 6 
c d 
zx 


a b 
A | 


， ,jE SLR), 
C 7) i 


则 detA; = 一 aa 一 zc =1, Wt 


| 
] = / . 


— € a 
H 
, a b\/d 一 0 1 
AA, = ( ale a |= "ED je Eoo 

所 以 A. A, GE GLIR) PRR mod ECR) AY [8] Zx 2 Hm. [] 

由 此 可 将 定理 7. 1 BW 

定理 7.1 i R A Dedekind m, W 

SK, (R) = <({[a b] | (a,b) € U: (R) }) 

因此 


K: (R) = R'G [adb] | (a,b) € U2CR)}) 
现在 ,我 们 给 出 下 述 结果 以 方便 Mennicke 符号 的 计算 。 
定理 7.2 Ut RE Ring, (a,b) E€ U, (R), Mla 6] € SK, (R)CK, CR) 
具有 如 下 性 质 ， 
(1) 车 a 或 5ER', 则 [a b]=1(SK, CR) 的 单位 元 ) Bl 
[RR] =[R R' ja 
(2) [ab ]=[ba]=[~—ba]=[b —a]-[-—a —b]OS FR TE S F XT ER 
PE). 
[ab] = [a + rb b] = [ab +ra], YrE R; 
(3) Æ (laia: 0) € U, (R), Mij Ca; ,b).(a,,b) € U: CR) B. Mennicke 符号 
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AARTE : 
(a, bla, 61 = [a1a; b], 
[ba ][6 a; ] = [baia], 
因此 
[aub | = [ab] = [a bu], Vu C R^, 
[a6 ]" = [a" b] = l[ae"]. 
特别 地 ， 
[ab] = [+a +0] = [+06 +a] 
证 (0545 
4= 人 ar SL, (R) 
c a 
则 aE 尺 时 (用 推论 5.1), 
(2) 一 ce (1) d — ba | (ad — bc)a ! 


a b l ab 
É LL 


2 eae (2 iE E: (R) 


因此 AEE, (R), Bila bj|=1, 


4bER' 时 ， 
a b 
(2) — db™' (1) m | 
a b 
— Dopo (pra L " aS UE ® 
b BENE b 
( | j 经 三 次 行 变 换 得 L jy )， 


因此 AEE: (R), B L ab]=1, 
(2) 由 推论 5.1 知 , 作 为 DL, 经 三 次 行 变 换 所 得 的 


La JG EL Ee (R) 


于 是 
eC 
m. ^ —b]-[^ —a] 


"jotat1- E51 
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(t D Te Pear 


同 理 


[—a —b]-[—5a]): 
a 6 ad-rb b 

一 一 一 一 一 -> 6|—jia--rbbj; 
(. 1] 1 tr? od j^ J=la+rbb] 


a b a b-ra 
(" ay per UT , 1 aE b\=[lab+ra}, 
而 [La 5j==[5aj 是 (3) 的 特例 (下 段 证 (3) 未 用 到 [a b]=[ba]). 

(3) (aiaz，p)EU: CR) 时,(a，p ,as ,5)EU;,(R) 是 显 见 的 。 由 (2) 
中 已 证 的 La 5 二 [5 一 aj 知 ,只 需 证 [a b)[as b]— (a1a: 6]. 

由 于 这 里 只 需 考虑 各 二 阶 和 矩阵 在 GL(R) 中 的 象 mod ECR), Ae, nTib 
La, b], Laz bj 分 别 对 应 SL, (R) 中 的 


ay b 0 a; č 0 
A;-— Iic di 0|,A,= le d, 0 
0 0 1 0 0 1 
HOS A, .A; MERA AR E; (R) P AIHE RE CIX} AL. A, 作 初 等 行 、 列 变 
换 ) 。 但 
a; b 0 Qs 0 b 
A:=!c. d, 0 C? O0 d; 


3712.2 73,3 *2 
a; 0 b 
l =A;, 
1 0 0 
AR {0 Q -1) C Q d. 
0 1 0 
( (3) + ¢2).(2)—(€3),(3) + (2) D 
Bf A, =A; mod ECR), Tj 
Q1Q» b axb Q1 ds b 0 
A Áz =|ca, d, cb — Cran d 一 | 
3 #1 2 
Co Q d. ~ 7 C» $ d. 
iaa b 0 
Co Q d; 
1 0 0 
左 乘 (9 9, 1 EER) -一 clay —d 
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Q1» b 0 
=A - b , 
初等 行 . 列 变换 * 0 1( 对 应 [alas b] 
0 1 


因此 ,由 A: =A; mod E(R) Al, 
A, A; = A, mod ECR), 
于 是 Lai bila, b] [2:25 b]. [] 
关于 SK; (R) 的 捷 性 ,我 们 有 下 述 结果 : 
命题 7.2 设 R 为 Dedekind 环 ,日 R/M AF RCH | R/M|«oo), 
v ME MaxR, 则 SK, COO $E E, 
证 Yla, bDEU (R), žlab], 
(D 5 二 0 时 , 必 有 aE€R' BC HGEXE 7. 20)labl]=1, 
(2) bER' 时 由 定理 7.2(1) 也 知 [a bI=1, 
(3) 0 天 0 H OER’ BY.OARD=(b) ÍR. di Dedekind 环 性 质 知 (0) = 
AM AM ,M, € MaxR,i==1,…,k。 因 此 
R/(b) > R/M? @®- @R/ Me (由 中 国 剩 余 定理 )。 
但 作为 加 法 Abel 群 , 有 有 限 长 次 正规 列 (subnormal series) 
14 M^ /M^ dM/M" qR/M^, i = leek, 
我 们 先 来 证 明 每 一 个 次 正规 列 的 各 因子 ( 相 邻 者 的 商 群 ) 都 是 同 构 的 。 为 此 
先 证 
引 理 7.2 设 R 为 Dedekind 环 ,A,B 为 R WER, Ml 
Cl) BA R 的 理想 C 使 B 十 C==R 有 日 AC=(a) 为 R 的 主 理想 ; 
(2) R/B—A/AB, 
证 d>) h R Æ Dedekind HAA iz 
A = Piles Pe, B = Ph... Ph, 
其 中 PE MaxR.a,.b, 0. t Dedekind 环 理想 的 惟一 分 解 性 知 P^ 
P' ,于 是 必 有 075a, € PHNP i=l, esn fl PP + Pe =R, Vij. 
(否则 必 有 ME MaxR 使 MD PY"! 十 Po+ ,于 是 由 ME MaxRC SpecR Al 
P;,P, REM 内 ,这 不 可 能 )。 因 此 由 中 国 剩余 定理 知 , 必 有 OER fii 
a =a,(mod PEY) (EE a = a,(mod P? ))， i= lon 
显然 ,a€ PAPST Gyn. BIEI oe Pi 一 Ph…Px 二 A。 于 是 
(a) +ABCA 
因此 | 
(a) + AB = Py: P», C2 a,5 t= 1leeeyn 
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但 由 ag P^ 581c,—a, sil. n Bl (a) +AB=A, ifii oC A, MAER 
[Al 4} fS ME HE A OCR EGO AC, FR 
AC+AB =A 
最 后 由 Dedekind RR) A — CPE) TE fig —— — 0] AE 2E XB AB 3B n] 396 . P3 1 3f LJ 
A BO 3X FE N B+C=R, 
(2) 在 (1) 的 基础 上 作 加 群 同 态 
x:R — A/AB 
r > m + AB 
H(@)+tAB=A 知 ,x 为 满 同 态 。 
4 x2 € Kerz, Bl xac AB, FE raCCABC=ACB= (a)B=aRB=aB, 
由 此 知 7 CCB. FRA B+C=R AB b, C Byc, CC fb, +e, =1, FR r= 
r*l-—zizb54-rc€B,.Hl KerxCc B, 


RZ IER b: EB. Mj x(b;) 二 ha 二 AB AB, Al b, € Kerz, Mi 


BC Kerz, & Kerr= B, AT R/B—A/AB.5S|XüyF EE, 
再 接着 证 明 命题 7.2, 事 实 上 取 上 引 理 之 (2) 中 的 A— M" ,B—M, 即 得 


R/M, =~ M^/M". — iod, 
于 是 ,前述 之 次 正规 列 各 因子 作为 加 群 都 同 构 于 R/M, Butt 
| R/M} | = |R/M,|" < co 
从 而 
| R/(b) | =| R/M, |^ -- | R/M; |" < co 


HIERRO 为 有 限 ( 乘 法 ) 群 。 

Hla. b) € U; GO HUE x. y€ R fiaxtby=1. Fa R/H) pH 
逆 , 即 a€ (R/(OODO^ Afi CR/ CO ^ 的 有 限 性 知 orda soo, Di. 
=1(mod 5), 即 有 rER 使 a” 一 1 二 rp。 由 此 知 

[ab]? =[a b=[l1+wb]=[16)=1, | 

由 上 面 证 明 的 末 段 ,我 们 已 得 到 更 好 的 如 下 结果 ， 

命题 7.3 设 RE Ring, AX VOZ rz € R. IR/CGr) | — eo, MV Ca. DE 
U: GO La po 都 是 挠 元 素 , 因 此 Mennicke 符号 生成 的 SK, CO 的 子 群 为 挠 
群 。 若 又 有 Sr(R)=2, 0) SK, CO PS E 

下 面 来 研究 代数 数 域 下 中 代数 整 元 环 Of CS 23 将 证 明 Os 为 Dede- 
kind 环 ) ,这 是 最 常用 的 一 类 Dedekind #5 ( tk in np W [ Ireland, 1982]). 3& 
们 来 证 明 O 正好 满足 命题 7. 2 的 条 件 , 以 说 明 命 题 7.2 有 较 广 的 应 用 背 
景 。 
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为 研究 上 述 的 Or ,再 证 明 两 条 引 理 。 
引 理 7.3 设 OF 为 代数 数 域 下 中 的 代数 整 元 环 ,0 关 A Of ,al,*… ,0 
为 在 < 上 的 基 且 a, EA,j 二 1,…,n, 使 
| Alai stan) |= mint| ACB... 8) || B, € A. 
JH lon A Bio. h AP He 上 之 基 }， 
则 A—. 72, +a, HH Ata, ,… „a, )=det(Tr(a,a;)),A astea, BAI 
别 式 ,而 Tr(o) 表 示 代 数 整 数 o AYE (trace) Bl a 的 极 小 多 项 式 ( 必 为 首 一 
MADE 2 zj 的 各 根 之 和 。 称 al，…'a, 为 4 的 整 基 (integral basis). 
证 反 设 有 acEA4A,a=aa te +a,0,,4,;€C 2 j=l 7 不 全 为 整数 。 
^] xa €-.FiÉa —md0,mC€ 7,0«0—1, 
令 Bi =a— ma B, =a; ,j 二 2,… n, fli Bit B, € A ABA 下 在 < EW 
基 。 但 
B =a— ma, = la, Ham ++ +a,a, 
由 wo FU Bi B, 的 演化 矩阵 为 


"i a» *** a, 


] 
P 一 = Cb) 
] 
注意 BB = > > p, Pua S A, -一 (Tr(B8.)).A- -一 (Tr(€a,@,)). il] 
J i 
A, = P'A,P 


于 是 
ACB, ,*.B,) = (detP)* Ala, ,,0,) = FACa, wa，) 

由 于 0-01. Xx 5 [AC ,oa)| 的 最 小 性 矛盾 , 故 4 一 3 十 … 十 -av。 口 

引 理 7.4 Bb Oc 为 代数 数 域 正中 的 代数 整 元 环 ,0 关 AdOr, 则 4 门 - 
70 HIO: /A| <o, (AI Oc /M 为 有 限 域 , V ME MaxOr (HRI OAA 
A WERK (norm) i274 || A ll). 

证 SFE. EXON BB VBE FOR a, € Say 250 ff 

ayB"+a,p" tes ta, = 0, m xn, 
LLat RERA 
(as f)" -- aiCas B)" E aua?) 一 0 
因此 apE Of。 由 此 知 必 有 饭 E iE 5B, € Oc dd b— bb, WI OB, € O, .j 
=], n, FER OAaGEA, WM abf abh, C A. ELE US AEN FEZ 
EAE. iy e, —abB, ,j= 二 1.…,n。 但 0 关 a€ ACO;, 于 是 又 有 cE.; 使 
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a Fea | 46-0, c, #0 
由 此 知 
OAc ——a'—ca 一 … 一 ca 各 ANZ 
因此 AN 240. FH E iif) a DREANZ+, AWB a0, 
作 加 群 同 态 
r:Or/(a) — Og/A 
r+(a)br+A 
易 看 出 r 为 满 同 态 。 因 此 只 要 证 明 |Orfr/(a)1<ce 即 可 。 

ERM Vac Or, Trla) € Z,n M Alasa) EZ, AET S ERW 
aa 为 Or 内 下 在 < 上 之 基 中 判别 式 绝 对 值 最 小 者 。 于 是 由 引 理 7. 3 
Hl 

Op = a, + + a, 
任 取 aE Oc, lll a=cyay te tea, € ,i 一 1,…,n, 作 中 的 带 余 除法 : 


ci = qa 二 ri， O<r; <a, 
则 xc 在 Or/(a) 中 的 象 =r (mod a)a;。 于 是 由 a€ ANZ,a>0 AA 
| Ox / Ca) | < a" < oo a 


由 命题 7.2, 引 理 7.4 立 得 

推论 7.2 X Oc 为 代数 数 域 下 中 的 代数 整 元 环 , 则 SK, COSS BE BE. 

注 久 ”事实 上 由 命题 7.2 之 证 已 看 出 :对 Dedekind 环 尺 中 的 任 一 非 零 
理想 A. |R/A|<co@|R/M|<co, VME MaxR, R/M HARR, YM 
€ MaxR, 

EQ TMs 5 TEODHBTXR.1967 年 ,H, Bass,J. Milnor § J. P. Serre B 
证 出 彻底 改进 推论 7.2 的 结果 。 他 们 的 结果 是 : 设 尺 为 Dedekind 环 ,其 商 
RA- WA BRD SK CBILQCR) : 2 ]<co( 4h R=O;). WM) K (RSR: ,因此 
SK; (Of) =1 CR [ Milnor, 1971189 $ 16)。 但 证 明 中 要 用 到 代数 拓扑 的 一 些 
工具 。 他 们 还 同时 证 明了 :对 单位 圆 的 坐标 环 

R= F[zr,y]/ (2 +y — 1) 

(当然 是 Dedekind 环 ) ， 


( 7 "Je SL; (R) 
—y or 


对 应 的 Mennicke 符号 [Lx y 1:1 AW 2 阶 元 。 从 而 说 明 Mennicke 符号 及 
Dedekind MAY SK, 群 可 以 是 不 平 几 的 。 
由 定理 7.1' 知 ,对 Dedekind 环 尺 的 K, 群 ,使 用 Mennicke 符号 处 理 了 
SK, 群 之 后 ,了 解 一 下 R 的 结构 是 有 益 的 ,尤其 是 对 代数 数 域 下 中 的 代数 
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整 元 环 OF (已 知 SKi1(Or)= 二 1)。 下 面 列 出 著名 的 Dirichlet 单位 定理 供 读 
者 参考 ,和 欲 知 其 证 法 的 读者 ,可 参看 [Rosenberg,1994 |]。 


Dirichlet 单位 ( 数 )(unit) 定 理 (1846) i Or 为 代数 数 域 F 中 的 代数 


整 元 环 , 则 Oc 是 有 限 生 成 的 (乘法 Abel 群 ), 其 挠 子 群 W 为 F 中 的 单位 根 
^E BAUER BUR PIRE CERO 下 的 单位 根 群 ,也 常 记 为 (人 )。 其 无 挠 部 分 Oc / 
W WKS ritr] 的 目 由 Abel 群 , 其 中 rp ter, =n=( Fil jen 为 下 


到 ~ 


MA fel ae A BCP = 2 (0 a fg SEdESg TRO, WF SUL 象 不 在 > 中 


BY AS Ta] B3) ii A EG E AI CCo: 89 e SEE BD. RH. (OF | = com F 


Fis 


且 下 不 是 虚 二 次 域 。 


事实 上 .对 虚 次 域 FF=2 人 (Vd) ,4 过 0, 记 UU 二 Or , 则 

Uj 一 { 士 1, 士 站 全 了 

U.,=ttlt+uw.tu° 22, AR w=(-14/—-3)/2, 
U,-—icliz..Vd«—3s35«d-—-—2, 

对 实 二 次 域 F=. (Vd) d>0, VH uC Or, u> fli Ot ={ u”, mE 


-CF| lreland, 19821% Ch. 13), 


Hein, P= 26/— 1) Btn =2.7) =0.m —1.n +r -1=0, 
Or = z[/-—1]. 

Og =(+1,47} =W(=C, OW BE) E. 

F= ZQO2)Bf.n—2.r 22.70, —0.r 十 一 一 1 一 1， 
Or=_[V2]. 

Og 二 { 土 (1 十 Y2)" n>0),W={ (>C), 

Og /W z-. OGBR JB FPE. BUSES 1 的 自由 Abel 群 ) 。 


因此 K C21) 7. 


由 Dirichlet 单位 定理 可 得 下 述 结 果 


定理 7.3 设 下 为 代数 数 域 ,O; 为 下 中 的 代数 整 元 环 , 则 


Ki (Op) ~ Oi WO ues. 


其 中 W 为 F 的 单位 根 群 ,是 一 个 有 限 循 环 群 。 
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$8 Dieudonné 行列 式 与 局 部 环 的 K, Bf 


由 于 域 上 的 行列 式 可 照搬 到 交换 环 上 .在 上 两 节 中 我 们 对 交换 环 中 的 


第 二 章 K 群 的 基础 理论 (8 8) 


GE 环 ( 广 义 Euclid 环 ) ,局 部 环 . 半 局 部 环 以 及 Srl 环 ( 稳 定 环 ) ,代数 整 元 
RO; 环 等 都 得 出 完美 的 结果 。 即 当 R 为 交换 环 中 的 这 些 环 时 ,Ki(R) 二 
` ,但 对 非 交 换 环 R, BER 是 除 环 、 局 部 环 , 也 只 得 出 R“ 到 K;(R) 有 满 
ae 这 一 结果 。 由 此 可 见 ,研究 行列 式 可 向 哪些 非 交 换 环 推广 ,是 不 容 回避 
的 一 个 有 意义 的 问题 。 本 节 的 主要 目的 就 是 通过 这 一 问题 的 研究 ,对 除 环 ， 
万 至 非 交换 局 部 环 RAK, 群 ,得 到 K (MSR A ARASA AMEA R. 
在 》6 中 ,我 们 已 经 知道 ,REGE S Yn, AEGL, (R), A=ED, HE 
CE,(R).D-diag(d,1.--,D.d€R'^ , fH d 是 否 惟一 确定 (或 至 少 在 mod 
R'“ 意 义 下 ), 尚 属 未 知 ,当然 , 当 民 又 为 交换 环 时 这 个 d 即 为 A 的 行列 式 ， 
是 由 A 人 惟一 确定 的 。 事 实 上 交换 环 上 和 矩阵 的 行列 式 的 本 质 可 见于 如 下 易 
于 直接 验证 的 命题 。 
命题 8.1 设 RE -Ring, 则 群 同 态 det;GL,(R)- xR' 满足 : 
(a) E,CRO CC Ker det=SL, CR); 
(b) det diag(a,.*,a,)7a;*-a,, Va, €R' ; 


(c) 
GL, (GR) = GL,,(R) 


DN 


为 交换 图 ，。 
对 一 般 的 RE 2ing, 则 有 下 面 的 交换 图 ， 


GL,(R) 


xD 4 


K,(R) 


其 中 的 xi 模拟 着 命题 8. 1(c) 中 的 deco HHH GL, (R) Ky Whitehead 行列 
式 , 当 RE GE, 时 ,这 种 模拟 更 加 逼真 。 但 这 种 行列 起 不 使 于 计算 (因为 Ki 
CR) 疝 需 计算 ), 且 行列 式 性 质 显 示 得 不 多 。 为 研究 一 般 非 交换 环 R 上 GL, 
(KR) 的 行列 式 , 先 证 

引 理 8.1 iX RE Zing, WW 

(D REGE, H. n2 时 ,GL, (R) =[GL,(R);Gl, (R) JCE, (R); 

(2) n==3 时 GL,CR)'2E,(R); 

(3) REGE, H n3 时 ,GL, (R) — E, CR) ; 


代数 理论 


(4) R- R^ 十 R' Cli R Jg 3&3 3 的 除 环 , 见 $39) 时 ,GL (R) DE, 
(R) AEE R 又 满足 REGE,, Yn 宇 2, 则 必 有 GL,(R) =E,(R), Vn 之 2。 
证 (D 由 REGE, HI, VA;EGL,(R),.A;=B,D,,B;€ E,(R),D)= 
diag(dj,1,… ,1) 为 可 逆 对 角 阵 ,j= 二 1,2。 于 是 
[Ai,Az]— B, D, B;D;Di By’ D; Bj. 
= (Bi (D; BDj O((D,D; DD) Bj (D, D: Dj») 

((D, D; Dy' D;)B; (DjD;Di! D; )7!) } D, D: D7! Dj. 
注意 对 可 逆 对 角 阵 D= diag (ai azsa (B86 命题 6.1 之 证 中 的 
(*)), 

De; D™ = ety , 
于 是 前 式 右 端 {…} EE,(R)。 又 由 推论 5.14 
D, D: Di Dz’ = [D,,D,] = diag([d:+do],1,°51) € E,(R) 
BELA; ,A;]€ E, CO ,因此 由 Ai A; 的 任意 性 知 GL,(R)’CE,(R), 
(2) 事实 上 ,由 命题 5. 1 知 1 疡 3 时 E (R)—E,(GO', TE 
E,(R) = E,(R)’ C GL,CR)' 
(3) 由 (1),(2) 即 得 。 
(4) h R=R'+R' LV rER, Wid r=a+b,a,bER ,下 证 有 A,B 
€ GL; CR) fdi 
er, 一 ( or") [A,B] 
为 此 只 需 证 ef 可 经 4 次 对 应 换 位 子 的 广义 初等 行 变换 (对 应 广义 初等 矩 
阵 ,包括 u(i) weR , 形 的 行 变换 ) 变 成 LAF ef 的 第 2 行 无 需 再 变 , 尽 
BABS 1 行 )。 


. 1 a+b l a 一 pa —b 
e= | 1 ee | 一 1 


— ba | 
wewe| ^ ames 
(1) + (2) 1| —a@ (1) 
Bk en EGL: (R). AH ez, € GL; CR) ift E; (CO CCGL; (RY. g 


命题 8.2 设 REGE,,R' 不 是 交换 的 ( 即 有 a,bE R' 使 ab 关 ba)( 比 如 
四 元 数 体 三 ), 则 命题 8. 1 中 的 群 同 态 det ;GL,(R) 一 R' 不 存在 。 

证 反 设 det 存在 , 且 有 性 质 (a),(b),(c), 由 (b) 知 det 为 满 同 态 。 由 
(a) Al E, CO C Ker det, 但 由 引 理 8.101) 1,22 时 GL,(R)’CE,(R), F 
是 GL,(R)'CKer det。 由 此 知 有 从 Abel BÉ GL, GO ^ 3 R^ 的 满 同 态 
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GL, CR)” = GL, (R)/GL, CR)’ >R 


因此 R'E -G 与 题 设 矛盾 , 故 dev RFE. L] 

命题 8.2 又 一 次 更 清楚 地 指出 : 域 上 行列 式 不 能 照搬 到 非 交 换 环 (甚至 
不 能 照搬 到 除 环 ) 。 为 作 这 方面 的 推广 ,起 码 要 将 R' 改 为 尺 =R /[R'， 
R' | ,由 此 引出 著名 数学 家 I. Dieudonné 为 研究 除 环 上 典型 群 给 出 的 一 种 
广义 行列 式 。 

定义 8.1 WU RC-ing.z; R'—R' “为 标准 群 同 态 ,a 一 r(a),VYaE 
R^, BIA det; GL, CO —R “HE: 

(a) E, CRO Cz Ker det; 

(b) det diag(a;.*.a,) ara, Va, € R^ ; 


(c) GL, GO — GL, | CR) 
det ^y x det 
g^ 

为 交换 图 , 则 称 det 为 (GL CO ER GLCR) E K ) Dieudonné 行列 式 ( 映 射 ) 
(D- 行 列 式 )。 

容易 看 出 RE ZRing 时 ,对 GL,(R) 通 常 的 行列 式 即 Dieudonné 行列 
X. 

显然 det 可 开拓 为 同 态 ;GL(R) 一 R'”, 又 由 36 知 ,对 REGE,,YAE 
GL,(R),A=BD,#' B€E, CR). D—diag(d.1,--,D.d€ R^ ,因此 A= 
D(modE, (RK))。 由 此 可 知 对 GE 环 ( 如 局 部 环 与 除 环 ) ,Dieudonne 行列 式 
右 存 在 , 则 必 惟 一 。 

FOO Dieudonné 行列 式 也 可 开拓 为 对 R”" 使 用 , 即 规定 AER”"\ 
GL, CROAT DetA —0, R^ 开拓 为 民 2 U (0). Det | ai. œ = det; GL, CR) — 
R'", BA Det 为 保持 乘法 的 映射 (不 是 群 同 态 , 因 为 R'“U {10} 不 是 群 , 它 
事实 上 是 半 群 同 态 ) 。 

为 证 明 :对 除 环 力 至 局 部 环 上 的 矩阵, Dieudonné 行列 式 存在 , 先 证 下 
述 引 理 。 

引 理 8.2. 设 民 为 除 环 , 则 注 中 中 开拓 后 定义 的 保持 乘法 映射 Det, 作 
为 映射 ,等 价 于 满足 下 述 条 件 的 映射 Det: R""—R'"U(0).,(0).(2 P 
的 行 变 换 也 可 改 为 列 变换 ) 。 

(1°) Vat RAC R'" A——>B, W DetB—aDetA, Hta€ R' 时 规 
定 a=0; 


(2°) VaCR.ACR'"",g Ary BU DetB = DetA; 
D) aC 
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(3°) Det1,—1, 
因此 ,( 未 经 如 上 开拓 的 )Dieudonne 行列 式 对 除 环 而 言 ， Ei EGD CHE a 
ER' ,AEGL,(R)), (29 (其 中 AEGL,(R)), 与 (3 ) 的 群 同 态 det: GL, 
(R)>R'”., 

证 1， 先 证 (保持 乘法 的 ) 映 射 Det 18 (10. (20, (0 CS HER SIR AR 
件 !1)。 

(1°) H A-B &,B-diag(1.:.1.a.1. 7, DA, X HI Det 保持 乘法 


知 ， 
DetB= Det diag(1.-:,1,a.1, 7: , 1D2DetA 
aDetA,a & R' Bf a = 0 


(b) 


(2°) 由 A 一 一 一 ~B fl, B= el A, F 7d th Det 保持 来 法 知 


(D-raCD 
DetB = Dete; DetA c 1DetA 一 DetA 


(3°) 由 (b) 即 得 。 

2. WEBB CIO (2°). (3°) WR Det:R" ->R'“”U {0}) 保 持 乘 法 ,是 
限制 于 GL, GO EX i£ 0 (CO CO B9 8] det: GL, COR", 

先 证 Det HÆ (10. 020 GORUR. HR AR, X VC€ 
R"" 都 有 惟一 的 秩 rankC( 行 秩 , 列 秩 的 公共 值 ) 且 rankC «— eC € GL, 
(R) ,因此 , 若 AC R""NGL, (R), BER", W] rankA-— 2» H. DetA=0. X 

rank(AB) < min(rankA,rankB) < n, 
于 是 ABEGL,(R),DetAB=0=DetA * DetB, X; AC GL, CR), i REGE 
Al.A—ED,H'PECE,CO.D-diag(d,l,-.D,d€ R^ 。 用 (2”) 得 
DetA = DetD —— d 


# BER", M AB—EDB, HA 


Det (AB) MEA Det( DB) L jDetB — DetADet B 
再 来 证 Det 限制 于 GL,(R) 上 为 满足 (a),(b),(c) 的 映射 。 事 实 上 ,由 
Det 保持 乘法 ,从 (2 ),(3 ) 得 (a) 是 显 见 的 。 注 意 到 REGE, VAEGL, 
(R),A=ED,EEE,(R),D=diag(qd,1,…,1), 在 GL,,, (RO PMA 


A E D 
| J^ | JI | 
因此 (c) 也 是 显 见 的 。 下 证 (b), 这 只 需 注意 到 
diag(a, .***,a,) = Cdiag(a; 1,5, DI) 
 (diag(1,*:.a, so 1)T,) CdiagCl, tsa) Ln) 
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用 Det 的 保持 乘法 性 质 及 (1 ),(3 ) 即 得 


Det diag(a, ,"**.a,) = a a, a, = attad, 
Bil Cb) BY AZ o J 
注意 到 上 面 证 明 的 前 一 部 分 未 用 到 ”下 为 除 环 ”这 一 条 件 , 即 得 下 述 椎 
论 。 


推论 8.1 i RE “ing, #4 Dieudonné 行列 式 存 在 , 则 必 满 足 引 理 8. 2 
PHG, (2 7). (03 )。 

对 GE, 环 (比如 Euclid 环 , 局 部 环 . 半 局 部 环 ) 还 可 得 出 : 当 引 理 8. 2 中 
的 映射 Det 存在 时 ,限制 于 GL, (R) 上 必然 还 具备 保持 乘法 的 性 质 以 及 通 
常 行列 式 具 有 的 关于 交换 行 与 转 置 的 性 质 。 tE xE AS a, ECR” 
8955 S 5B BE A7 — (a, ) 是 被 定义 为 民 的 反 环 下 EKI nX n ERE E nit 
去 已 用 过 的 ,为 方便 起 见 ,将 列 向 量 写成 行 的 形式 时 ,也 常用 "并 RRE). 
容易 看 出 ;(AB)1 = BTI4AT, 且 REGE, 人 REGE,。 事 实 上 ,和 矩阵 的 转 置 给 
HT RAR 上 wx 矩阵 环 的 反 同 构 (RE -Ring 时 为 同 构 ), 这 个 反 同 构 
保持 着 GL E, 等 乘法 群 的 对 应 。 现 在 来 证 下 述 结果 。 

命题 8.3 设 REGE, 且 引 理 8. 2 中 的 Det 存在 , 则 GL, CR) EN 
Dieudonné 行列 式 det 存在 且 惟 一 ,同时 有 下 述 性 质 ， 

(4°) VA.BEGL,(R).det(AB) =detA * detB; 


(5) VWAEGL, CR). E A aay A 则 detA, = (— 1) detA = 
1)€*(J 


— detA; 

(6°) VAC€GL,GQ) ,det4 —detA, 

证 ” 先 证 Det 存在 时 ,GL,(R) 上 的 Dieudonné 行列 式 det — Det PTT 
惟一 。 事实 上 ,由 REGE, 4l. VA€CGL, CO .A-ED.E€ E, CO , D- diag 
(d.les.D.d€ R^ ,因此 A 可 看 作 是 单位 矩阵 I 2d) RETRO) ++ 
bp(j) 形 初等 变换 而 得 。 于 是 由 (1),(2"),(3") 知 d 一 detA。 痢 又 有 A 二 
ED,,E,EE,(R).D,=diag(di,1,…,1),di1€R', 则 由 ED=E D, RI 
E-!1ED 二 D,。 再 由 (1 ),(2"),(3") 又 知 detD=d =d, =detD, - Bl det ED) 
一 det(E,D,), 因 此 deta 是 惟一 确定 的 (与 上 述 分 解 无 关 )。 

再 来 证 det 满足 (4°), (5 ),(6 )。 

由 (2°), Y BEGL, (R), A=ED,EEE,(R),D=diag(d. 1.1.1) d € 


det(AB) = det((E'A)B) = det( DB) m ddetB = detAdetB, 


BN (4°) EE. 
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B TO GG. 行 对 调 ) 相 当 于 三 次 初等 行 变换 与 一 次 (一 1) (7) ( 参 
见 § 5 引 理 5.5 与 推论 5.1 间 的 一 段 ), 因 此 (1 ),(2 ) 过 (5 ) 是 显 见 的 。 

最 后 来 证 (6") ,注意 VAEGL,(R),detAER'”(Abel 群 ;5。 因 此 ,Va 
€ R' .adetA— (detA)a, VbC R^ .ab=ba, FEC), (2°) 对 相应 的 列 变换 
仍 成 立 。 而 对 A 作 行 变换 相当 于 对 A“ 作 相 应 的 列 变 换 , 于 是 由 A 的 上 述 
分 解 A = ED 1,A’=DE',E'ECE,(R’), Alb detA = detD, detA’ = 
detD, lk detA— detA" . BB (6°) ARSL. [] 

由 此 命题 知 ,满足 引 理 8.2 °), (2°), 3° AY Detla (s —det 是 否 存 
在 是 一 个 关键 问题 。 对 GE, 环 类 中 的 局 部 环 ( 当 然 包 括 除 环 ) 我 们 有 

命题 8.4 设 尺 为 局 部 环 ( 未 必 为 交换 环 ), 则 引 理 8.2 中 满足 (1 )， 
(2°),(3°) & Det 存在 惟一 ,因此 对 GL, (R) 85 Dieudonné 行列 式 det 存在 惟 
一 且 满 足 引 理 8. 2 PRG), (2°), (3°) 5 i EL 8.3 RAY 4°) , (5°) (6°), 

证 AY REGE, 与 命题 8.3 知 , 只 需 证 明 对 GL(R), det 存在 (为 书写 
简单 ,下面 考察 列 变换 且 将 R^ 的 元 素 从 右边 乘 向 量 )。 为 此 只 需 从 =1 
开始 归纳 地 定义 det, :GL,(R) 一 R'”, 再 由 对 列 变换 的 (1"),(2°) 与 (3") 证 
明 

A 
det,.,,[ J- det,A, VA € GL, (R) 


"n 


从 而 令 >co 即 得 det. GLCO—R' ^, 

n=1 时 ,定义 det (2) =a, Ya ER’ =GL (CR) ,当然 det HEA), 
(2°),(3°), 

FRI kR<in Bf, det, W Æ (1°), (2°), (3°), 3E WE det, 满足 (1"), (2°), 
(3°), 

任 取 A€ GL, GO ic A 的 各 列 依 次 为 Al,…,A,, 设 A R88 1 列 为 
(bise, b) T. HH AA! =I, ARR 


A,b, t+ Ab, = (1,0, --:,05/ (1) 
以 分 块 ( 段 ) 形 式 记 A;=(a,,B,)". WW h tks 
Bib; 十 十 B,b, = 0 (2) 


但 RR 为 局 部 环 , 仿 命 题 5.1(4) 之 证 知 A 一 的 任何 列 不 能 全 为 民 的 惟一 极 大 
理想 m 中 的 元 素 。 因 此 其 第 1 Ur b ER = 王 RNAm。 于 是 由 (2) 式 得 

Bib b; + ++ + Babab +B, + Babab + + B, b bT = 0 
故 由 (1) 知 


i + j b )b, ! eee =l 
u go 7 7 aii Qi, b, EE] "t ji, 


A 
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UL -一 一 一 


定义 
det,A = (— 157! (det, , (B, Ba B, BS )0 


B 
只 需 证 det, i (10. (2°), (3°) . det, | Jo den BL V BEGL D. 


日 与 i 的 选取 无 关 ( 即 设 5.,b, € R^ i KE 
(— 1)'(det, CDE = (— 1V (det, Cb > 
其 中 C, = (Bi eB, Bis Ba) O = Bi Bj Bu Ba) o 
事实 上 ,由 上 述 归 纳 定 义 知 det, CL) — 1, Am det, 满足 (3 )。 又 由 
(A A, A tA Aquam A) = Aes 


i 十 Ra 
lx b.a€R 


gy A’ = (ei, TA) eA C BIB 1 FI (Goin b bi abi De tts 
p,)T( 注 意 A 的 第 1 3g (en. 
若 b ER tAk. H 
det,A' = (— D"! (det, , CB; B, , Bi + Bia Bia 
B _, Bus B5 
由 设 ,det 满足 (2")。 在 后 面 证 明 det, 定义 与 ;的 选取 无 关 后 , 即 知 上 元 
右 端 等 于 det,A ,从 而 此 时 det, 满足 (2 )。 
#Vi¢~R.O, ER WER’ bcm, V ik, Aw b —ab, € m, EI 5, — 
ab,€ R^ ,此 时 
det,A’ = (— D" (det, (Bi + By; By B.) Cr — ab) ,， 
det, A = (— D? (det, (Bie Bra Baa tt Ba DOr 
4B. V ize b. b; € m. D IG ab, Em 二 J(R), 于 是 
b, = b, — ab, (mod J (RK)) 
M RSR PO AAIE MAERT LIUM Gr Un 
HidrE€R ER 中 的 (标准 ) 象 为 后 ， TO —0 H b, =b,—ab, b,。 于 是 由 ab, 


€ J (R), b. 7b, — ab, (mod[ R^ ,R' D. — det, 5j i 选取 
无 关 后 , 即 知 det, A' — det, A , Bf) det, 满足 (2 ) 。 


det, 满足 (1*) 之 证 可 平行 于 上 段 关 于 (2") 的 证 明 。 只 需 将 ! +k ak 
为 i a.a€ R^ , Aet PUN Adiag(ü 1, 1,a lyt D, Acc Aia BA Aaa ,而 
将 eg A =A BW diagCü1,.1,a 7,1, DAT —A'^l,b, —ab, WH 
ba, B, +B BOW Ba, det, REQ BN det, 1 满足 (1 )。 仍 分 如 下 两 
种 情况 进行 论证 。 
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EUH jAi 使 ,ER , 则 (在 后 面 证 出 det, 57 选取 无 关 后 ) 有 
det,A’= (— 1)’*! (det, (B, +B, Bia BB, B5 B 6, 
= (det,A)a = adet, ACIE X£ R^" H Abel #). 
4 VjÆi, b, E€m=J(R), m b ER , 则 (在 证 出 det, 与 i 选取 无 关 后 ) 有 
det,A’ = (— D" (det, , CB; B, By B,)) ba | 
det, A = (— D" «det, (B: B, ,B, 77 B,D) b7 
由 pa '=a b; =b 'a Bill det, A’ = (det, ADa =adet,A, BD det, 满足 
(15, 
DEEST RRM SIRO). 1 9j ) 可 使 


(° VBE GL. (R) 
| | "I € Gai 


于 是 (由 (1 ).(2 ),(3 ) 成 立 知 (5 ) 成 立 ) 


B l 
det, | | — det, ( | 
1 B 


(一 1) det, ,|B* 1 = det, B 


l n—1 


det, 定义 
因此 


A 
det,,,, | I 


最 后 来 证 det, 与 :的 选取 无 关 。 为 此 对 前 述 的 C, JE j —:— 1 次 列 对 


前 ;站 Ql i 则 全 


)= det,A, VAE GLIR) 


n 


C, 一 GB, BB, :-B, ,Bus B) =C 
由 det, :满足 (5 ) 知 det, |C—(C—1) "det, ,Ci 而 由 式 (2) 又 得 
B, =— BO， 十 其 他 列 的 线性 组 合 。 
由 det, 满足 (1 ),(3 ) 得 
det, ,C, =— (det 


n— n—1 


C)b,b;! 
因此 
(— 1V (det Cb = (—1) (det, , Obb b; 
(— D'(Get, ,COb5jb, b; 
= (— (det, C) 
BB det, Fi 的 选取 无 关 , 是 完全 确定 的 。 口 
推论 8.2 除 环 上 的 Dieudonné 行列 式 存在 且 惟 一 ,因此 满足 前 述 的 

(1°), (2°). (3°), (4°) 45.065), 
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NU ”一 一 


命题 8.5 设 REGE, HI ENEG). C. GDW Det 存在 , 记 
det, = Det | GL, GR ? 则 
(1) Ker det, =E, GO 4 GL, CO ,因此 有 和 群 同 态 正 合 列 


det, 
1+ E, (R) > GL, (R) R^ > 1; (3) 
(2) n23 BHATIA R^ GL, CR) 诱导 着 一 个 同 构 R^"—— GL, GO" 


iE (1) 由 引 理 8. 2 的 (2”) 与 命题 8. 3 的 (4 ) 知 E; CR) C Ker det, . 

任 取 AE Ker det, H REGE, A — Ediag(d, 1, , DD, EEE, (R).d 
ER ， 于 是 由 (4?).(1), GO% det,A =d {8 AE Ker det, Bild ELR: . 
R' |, Hilt Al diag(d.1.--, D € E,(R) Ci fE ie 5. 10, x A= Ediag(d, 1, 
D EE,(R), 于 是 Ker det, - E,CR), 

(2) 由 (1) 与 引 理 8. 1(3) 即 得 。 E 

定理 8.1 i REGE, H. Dieudonné 行列 式 存在 , 则 K, (GO—R'^, 

证 ”由 Dieudonné 1j Jl 3X ELPOR., CS n OM RR AHA 
的 ,因此 由 命题 8. 5CD 18 SETS] IE 90 

1— ECR) > GL(R) — R™ —] 


故 KORR", C 
注 Q@ 建议 读者 由 命题 8. 5(2) 证 定理 8. 1 ,并 考虑 :RESGE 时 和 定理 8. 
1 成 立 否 ? 


由 此 定理 与 命题 8. 4 立 得 

定理 8.2 设 民 为 局 部 环 ( 未 必 为 交换 环 ), 则 K PSR”, 

推论 8.3 RARA. M K COR". 

推论 8.4 mapt ept, I n57 mE spits pie 为 互 异 素数 . 则 

KOD zm yu Bove O ous 

其 中 =lal (asp, =1}. 

证 ”注意 二 全 -六 Bee De yu oe pr 为 交换 局 部 环 即 知 。 a 

FO dE 825 中 我 们 将 证 明 : 若 Shon WW 为 循环 群 ( 见 引 理 25. 6). 
由 此 可 知 当 8h 时 Ky (2 ) 为 循环 群 。 


$9 Dieudonné 环 与 半 局 部 环 的 Ki BF 


上 节 中 我 们 用 Dieudonné 行列 式 工具 对 任意 的 局 部 环 ROGS TAR 
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环 ) ,给 出 了 关于 K, 群 的 完美 结果 :Kj,(R) 二 R'”, 因 此 当 R 了 又 为 交换 环 时 ， 
K, GO —R' ,对 交换 的 半 局 部 环 RES 6 中 我 们 也 证 明了 Ki CO —R', 
(A XT ES 2E PBR R, REM ALR’ OR ]5 R^ 的 中 间 群 G 使 K (R) 
二 R' /G( 见 定理 6.30, Fix G 如 何 确定 ,上 几 节 尚未 给 出 办 法 。 由 于 
半 局 部 环 都 是 GE 环 , 用 定理 8.1 可知 ,不 能 指望 用 Dieudonné 行列 式 解 决 
半 局 部 环 的 K, 群 问题 ,因为 对 半 局 部 环 R= 7: Dieudonné 行列 式 肯定 
不 存在 。 事 实 上 KOSK (-.)=1 而 R” >27, Rae 9.203» 2 
iE). # Dieudonné 行列 式 存在 , 则 由 定理 8. 1 知 K (GO — RC" RBH 
矛盾。 由 此 也 可 看 出 不 能 将 局 部 环 RAY K (ROR “RK RRA. 
因此 要 想 解决 半 局 部 环 的 K 群 问题 ,关键 在 于 另 寻 它 法 去 定 出 上 述 的 C， 
或 者 试 着 找 出 ( 非 局 部 环 的 ) 特 殊 的 半 局 部 环 OR EK) GO —R'" 5A AL. 
我 们 先 从 半 单 Artin 环 人 手 , 由 定理 5.4 与 定理 5.5 通 过 Wedderburn-Ar- 
tin 定理 可 立 得 
命题 9.1 H SHEY Artin Xf. Bl] 
S> R” Bee Rp ™. R, 为 除 环 , j — love aan 
因此 
Ki (O ~ Rl Bs QR” œ (RO OR," 

由 上 段 给 出 的 例子 一 ( 单 Artin 环 ) 知 ,一 般 地 , (Ri Bs PR,” x 
S'”。 下 面 我 们 希望 给 出 S 为 半 单 Artin 环 时 ,使 K,(S) 一 S “成 立 的 条 
件 ,为 此 先 从 命题 8. 5(2) 出 发 引入 一 个 定义 。 

定义 9.1 BRE ing ARAMA R^ 一 GL,(R) 诱 导 一 个 群 同 构 

RU -一 > GL,(R)” 
We RAD, 环 , 记 为 玉 ED,。 当 对 一 切 n.R BED, 环 时 , 则 称 尺 为 了 D 环 
(Dieudonné 环 ), 记 为 RED。 当 对 无 限 多 个 n. R 都 是 D, 环 时 , 则 称 尺 为 
稳定 DD 环 . 记 为 RESD。 

由 命题 8.5 知 当 ?之 3,REGE, 且 引 理 8.2 中 的 Det 存在 时 ,RED,。 
由 定理 8. 1 知 ,Dieudonne 行列 式 存在 的 SGE 环 都 是 SD 环 。 因 此 , 除 环 ， 
更 一 般 地 ,局 部 环 (未必 为 交换 环 ) 都 是 SD 环 。 值 得 注意 的 是 ,它们 一 般 地 
都 林 必 为 DD 环 。 为 说 明 这 一 点 , 先 通 过 下 述 引 理 来 证 明 除 环 Z,& DD，,。 

引 理 9.1 it GHA{E—-#.HIG,.#% G/H 为 Abel 群 , 则 H2 [G.G], 
因此 有 满 同 态 G” -G/H 且 按 包含 关系 给 出 的 偏 序 使 

[G.G] = min{H | HqG.G/H € -G}, 
F fe |G) <coff,|G/H|||G*|,VG/HE =G. 
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证 HB G/H€-GAI.Vx.y€G. Æ G/H 
[zy] = [r.y]—1 
因此 [x,yj€EH, 即 [G,G]EH.， C] 
命题 9.2 (D 一 切 环 都 是 Di 环 ; 

(2) & RARAAI|R|>2.0) RED; 

(3) GR AERIS EL.[R| —2CB Ro s 为 二 元 域 ), 则 RED, Sn#Æ2; 

(4) 除 环 都 是 D, A, Yn 之 3, 因 此 是 SDH, 

u (1) 是 显然 的 ,由 (2),.(3) 证 (4) 也 是 显 见 的 。 现 在 只 需 证 (2) 与 
(3), 

(2) |R|22Hf R ARKA, YlÆrER, r=i+(r—-DER +R’, 
RDA 1 关 a ER' ,于 是 1 一 a 十 (一 a)ER' +R’ A R=R' +R’. FE 
由 引 理 8.1 知 , Vn 宇 2,[GL,(R),GL,(R)] 二 E,(R)。 由 命题 8.5 与 推论 
8.2 即 知 RED, ,Yn 宇 2。 再 由 (1) 即 知 RED( 注 意 到 除 环 为 GE, W. Vin 


22), 


(3) RAUWE RED, .可 设 R—(0,1) =: FE 


GL.) = | ,人 MN C SN ane | 
0 1/ M 1/ 0 1/ Md of M 0/7 1] 
& -G. 为 6 元 群 ， 
H= |(, ane 小 人 )) < OLR) ,GLAR) :ED = 2 
o ail u of M 1/| 
因此 H4GL:GO.GL:OO/H€ -G( 二 元 群 )。 由 引 理 9.1,Lagrange 定理 
及 GL:CR)E-G 知 [GL: (R).GL: CR) ]=H, Att 
|IGL:(R)”|=2. (A R: —1. Ait R^ ^—1, FR GL; CO" SR” ARE 
DD» 。 C] 
命题 9.3 RA m [HV nem, RED, M) Kj(R) 二 R'“, 因 此 RED 时 
K,(R)~R'”, 
WV neem. AeA RE Abel 化 (孙子 ab 作 用) 所 得 的 交换 图 


ab 


— 
. Re€D,, D, -ah 
R'=GL,(R) R 


GL.,( R) GL (R) GL, G2) GL, (R)” 


由 此 知 GL, GO)" GL, (R)" . V næm, WA n 一 co 知 


+] 


RA KEL 


K: (R) = GL(R)” ~ R”, L] 

命题 9.4 (D iE RED, N Dn SSR” ",W| SED,。 

(2) 设 R, ED, j=l, e k MR, BBR, ED,- 

证 (1) 仿 命题 9. 3 之 证 ( 换 那 里 的 2.2 十 1 分别 为 m, mn) 0 RA [n] 
态 R' 一 GL,(R),R' 一 GI (ROY 

GL,,(R)” ~ GL, CR)” 

(A GL, CR" —S^".GL, CR)” 2GL, CR" ")"^ =GL,(S)” , lik SED,. 

(2) 只 需 证 k=2 的 情况 ,只 需 对 交换 图 

R DR; GL, CR; AGL, CR;) 
‘= m 


(OR, BR, )* GL, CR, BR.) 
fE Abel 化 .注意 R . R2 € D,. Bl fS 
Ri” QR” — GL, GR) )" BGL, GR. )” 
(Ry BR: 5" (GL, (R) BGL, CR. ))” 
~y y 二 
CR, R: ) A GL, (R, R)” 
由 此 知 f 为 同 构 , 即 R, GBR, ED 。 E 


命题 9.5 设 尺 为 除 环 ,S==R””, 则 
(D |R|>2 Ht SED; 
(2) IR|=2 H m>3 时 ,SED; 
(3) IR] 22 H m=2 i} SED,. Yn>2. Hk SESD.SED; 
CD IRI—-2 H m=1 F. SE D, Sn£2. Ait SESD\D; 
(5) SEDS|R| 2 |R| =2 (8 m23; 
Sc SDeSIRI2 |R| =2 {H m2; 
(60 m23 HT SED, 
证 由 命题 9. 2 与 命题 9. 4 即 得 (1) ,(2).(4) 。 
(3) 和 若 有 7 六 2 使 SED . 则 
GL,CS)*— S 一 一 GL (R)” z- CÓ BR 9.2(3) 之 证 ) 


m=? 


但 由 命题 9. 2(3) 知 
GL,(S)” ~ GL, (R)” — R — 1, 
这 个 矛盾 说 明 (3) 肯 定 成 立 。 
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由 (1),(2),(3),(4) 即 得 65) 与 (6)。 [| 

由 命题 9. 3 ,命题 9.4, 命 题 0. 5 立 得 关于 半 单 Artin 环 的 下 述 结果 。 

命题 9.6 i$ S 为 半 单 Artin 环 , 且 S Ait FZ 的 直 和 项 , 则 

Ki(S)— S^ 

此 时 ,SE D,. V nz£2, 

值得 考虑 的 一 个 问题 是 ,对 RC Sing. ERARA FRM: RED, R 
€ Dore £22, XT n<l<nt+k, RE D? 

下 面 来 研究 半 局 部 环 的 K 群 ,由 本 节 第 一 段 与 命题 9.3 知 D 环 尚 不 
能 概括 半 局 部 环 , 还 需 将 DD 环 再 加 推广 , 找 出 更 大 的 能 概括 半 局 部 环 的 环 
类 。 这 个 新 的 环 类 应 有 助 于 寻求 [R' R J5 Ro 的 中 间 群 G, 使 对 半 局 部 
X RO Ki (R)=R'/G, KEET CALE FB OG. 2 前 一 段 ) 找 出 特殊 的 尺 " 元 
素 ~, 既 不 限于 换 位 子 元 素 ,又 能 使 diag(r,1,.,) EE,(R)。 为 找 这 种 元 素 需 


证 一 条 引 理 。 
引 理 9.2 it RE ~ing.xz,vER,M 
Il+ary I 
(1) | Jeck ( js GL. (R>, Bp IHay€ RO 
H ld yr 
old yr€R'; 
(2) A l+ryER’.i 
1+ cy 
| ME E (R), 
(1+ yr) 
(1 “y) Cl ) 
met eg 
因此 
(1 十 zy)(1 ) 
| xry) + yr E E (R). 
一 1 
证 (1) 
1 Tt» A 5 +i r 
ae | : : or "| £ - ( NAM 
l y ] y l+ yx 


(]) 一 x(2) C 0 | (2)— yt(1) ( | 
y 上 十 yz 1+ yr 


Hy Mo OUT 6 DG DEE uuu 
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由 此 知人 1) 成 立 。 
(2 由 上 式 与 (命题 6. 1(3) 之 证 中 的 (x )) 


-1 
diag(d, sdo ptt 9d, ) E; = ej diag (d, sdo 9 ,d,,) 


知 
( ale NI l i 
—y 1/\0 1 /ly(i+zxy) 1 
] (l-Lryory;l4d ry l 
(o 1 n J- | T" 
由 此 即 知 
[08 |= (UT 
CI+ yr)” i |) 
1 —] 
| | € E.GQQ) 
l 十 yz 
但 是 由 推论 5.1(2) 知 
(1 ) 
| tyr € E (R) 
l + yr 
于 是 
dE |- pr 
1 (1 yx)! 
L+ yr)’ 
< tx € E.G) 
l 4 yr 


L] 


EOD 引 理 9.2 中 "1 二 zyER eG1-Eyr€ R^ ”是 关键 所 在 ,但 在 思路 
上 难以 猜想 。 分 析 学 家 W. Rudin 认为 : 想 出 一 个 结果 后 ,去 证 明 它 ,往往 并 
不 困难 , 难 的 是 如 何 想 出 这 个 结果 。 他 专 写 一 文 LRudin,1985j 说 明 如 何 从 
特殊 情况 人 手 ( 不 必 步 步 思维 都 顾及 严谨 性 ) 发 现 "“1 一 zyE 民 会 1 一 yzrEE 
R'"COEBi EB"1--xy € R' 全 1 二 yzER  )。 有 兴趣 的 读者 读 一 下 该 文 是 


有 益 的 。 


由 推论 5.1 知 diag([ R^ ,R’ JL, j2CCE,CRO 55| 9.2(2) 相 比较 ， 
自然 要 问 :R HO ry (1 十 yr)” 形 的 元 素 生 成 的 乘法 子 群 与 [R* ,R'] 


^ AR? 为 方便 起见, 先 给 出 如 下 定义 (记号 )， 
定义 9.2 设 尺 Er-ing, 记 
{((1 十 zy)(1 十 3yr) | aye R,lt+ayeR} 
生成 的 乘法 群 (R' 的 子 群 ) 为 R). 
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co OOC -一 
任 取 aba 5b €L[R' .R' ].* r-a—b ',y=b, M] 1+ry=abE R ,1 
十 yz 一 pa, 于 是 
aba |b^ = ab(ba) | 一 (1 十 Zy)(1 + yx)" € v(R) 
LR’ .R' jv(R)。 
又 由 命题 9.2(3) 之 证 ,事实 上 已 知 :R=Z:” 时 ， 


H= [R b t HI- ER 


mr=(° jus Omesh Deree-(2 |) 于 是 
^ 4o Jof o] ^ x= (, 小 yz [. jJ: 
1 0 
(1-- ary) yr) = , BE HH( 由 此 可 知 v(R) = R). 


因此 ,一 般 地 ,[R' R ] 生 v(R)。 由 此 可 得 如 下 引 理 : 
引 理 9.3 设 RE2ing, 则 
(D [R.R ]Cv(R)CR' 且 可 能 有 [LR' .R^ ] 关 v(R); 
(2) v(R) 4R' A VCR)=R’ /v(R) 为 Abel 群 ; 
(3) diag(v (D, I, ))ECE, CR). 
iE (D 已 由 上 段 证 出 ,(3) 由 引 理 9.2(2) 即 得 。 
(2) 只 需 证 av(R)a Cv(RO,Va€R'^ ,事实 上 ， 
V (1 十 zy)(i 十 yz) Ev(R), 
a(l4 ry)(l+ yr) a — a(l--ry)a a(lt+yr) a. 
= (l-Farya ))(a(l--yr)a D ^ 
= (14+ Cara !)(aya )) (1 + (aya ))(axa ) )) ^ € v(R) 
再 由 aXYa !—(aXa !)(aYa 0.,V X,.Y€ v( RO R) gig LAB. CI 
将 上 述 引 理 用 于 D, 环 ,可 得 
命题 9.7 WE RCD,. Yn>3. M) v(RO—[R'^ R; Jj, 因此 
V(R)—R'" 
证 ”由 交换 图 (由 RC D, 知 其 中 的 f^ s s) T3) 


1 


R Í > GL»(R) 
m,f 


7; 


al 
ab 


R”! a GL,(R)” 


知 Ker zf—[R'^.R^ ]CCv(R)( 引 理 9.3(1))。 而 由 引 理 9. 202) RAN 
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fow(R)) Z ER) c 
(5|389. 2) ( 引 理 8. DD 


[GL, (R),GL,(R)] = GL, (Ry = Kerr, 
于 是 由 f IPPS v CR) E Kerr f.i v(R)—Kermf-—-iR .R'J. O 

由 命题 9. 3 与 命题 9.7 X: REDA m fF RED,.V nm), K, 
(MSV =R "EX R= 为 半 局 部 环 , Ki (RSIR Sœ. A 
此 , 半 局 部 环 R 未 必 为 D 环 ,其 至 也 未 必 满 足 RED,, Yn 宇 m。 但 由 上 知 ， 
IEE R ALR R jv(R)4R'。 于 是 , 必 有 满 同 态 R'*”-»V(CR) 
=R /wv(R), 这 个 v(R) 事 实 上 即 我 们 前 面 欲 找 的 中 间 群 G。 上 述 分 析 启 示 
d Ti AV OO FORE R'“ 定 义 一 种 比 D, 环 更 广 的 环 类 ,使 之 能 概括 半 局 
部 环 。 

定义 9.3 WRC Aing, MAMA R^ 一 GL,(R) 诱 导出 群 同 构 

VOD = R /v(R) —* GL,(R)”, 
WE RAD, 环 , 记 为 RED,。 若 RED, ,Vn 之 2, 则 称 尺 为 D 环 , 记 为 RED'， 

H D, 环 定 义 与 命题 9. 7 立 得 

推论 9.1 Yn 宇 3,D,CD,。 

现在 可 以 将 命题 9.3 推广 为 

命题 9.8 KA m [E RC D,. V nm, il 

K,(R) — VCR) = R^ /v(R) 
证 HRA GL, CRO GL, ,, CRO fS HIB A GL, CR)” >GL,_, (R)”. 
又 由 定义 知 RCD,.Vnzm.eGL,(Q)?^—VOO, Vnz2m, Aik 
K, (R) — GL(R)” = (limGL, (R))” 
~ limGL,(R)“ ~ limV(R) = VCR) E 
命题 9.9 设 R 为 除 环 ,S=R”", 则 SED,,.Vn>3. 

证 ”由 命题 9.5 MI; | Ri 2 时 SEDCD,, Yn 之 3;|R| 二 2,m 关 2 时 5S 
€D,CD,.Vnzc3, ix E He I&IR| =m=2 的 情况 ,此 时 |S' | =6( he 
题 9.2 之 证 ) .11S ,SS ]|/=|H|=3 BS’ Ow SD) [S^ ,S' [CWB] 9.3 
前 一 段 , 那 里 的 R 是 这 里 的 S), 因 此 v(S) — S^ ,V(S)==1。 再 注意 此 时 RR 
二 -5 二 Gly (R)=E;(R),GL,(S)=GL, (R),n 之 3 Bl 2n 宇 6。 由 命题 
9.2 Al RED,, BP GL, (R)? —R' "^ =1. FÆ GL,CS)^o1—V(S), BI SE 
D,. V nz3, a 

命题 9.10 BR, ED, j=1,2, e,m QR, POR, € D,, BLD (与 
D, — FR Dt EY). 

证 只 和 需 证 m==2 的 情况 , 即 设 R,.R,ED,, gd Rr DR: S&R OR)’ 
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与 ROR >R PR.) HH ÉCBUDS bELCDSK i0 A 
VOR) DVR,) = VCR; PBR) 

由 R, R: € D, 知 

VOR) OVR) = GL RD)” GGL, (R) œ GL,CR; @ R)” 
因此 RDR: ED.. [] 

由 命题 9.9 与 命题 9.10 立 得 

命题 9. 11 ER Artin I RBED, 环 , Yan 关 3。 因 此 ,对 任意 半 单 
Artin 环 R.K, CRO—V(CR) , 

注意 ,由 命题 9. 5 ALS ED. Vn., BERMEA 9.6, RT aD, 
环比 D, Ye" BRE BETA AB AB Artin 环 。 

下 面 我 们 将 命题 9. 11 向 半 局 部 环 推广 ,注意 对 任意 半 局 部 环 R,R/J 
(R) 为 半 单 Artin 环 , 即 有 限 个 除 环 上 逢 阵 环 之 直 积 。 由 命题 9.10 与 命题 
9. 11 知 , 关 键 在 于 :由 R/J(R)ED, 推 证 RED,。 为 此 先 给 出 下 述 结果 : 


命题 9.12 WE RCGE,,nz3. BEA Felis f:R' 一 >GL,(R) 使 下 图 中 


的 g 为 满 同 态 且 vCR)SKerg; 同 时 , 太 诱 导 一 个 群 的 满 同 态 /:R /v(R) = 
VCR) ~GL,(R)” 使 下 图 为 交换 图 


R ^. GLa( R) 


|e | 
7, 7; 


V(R) - - ^ GLa(R)?* 
证 HH 5| X8 8. 1( 或 命题 5. 10 940, n253 时 E, (R)CGL,(R)’=[GL, 
(R),.GL,CR) ]. fi RC GE, WM 6.2 Al g 7, f X in] zx. BEES ER 9. 
2(2) X. 4l £f CUCOO CE, CO CCGL, CR)! = Kerm, 于 是 go (R)) =m flv 


(R))=1, B v(R)CKerg. AKA i Ee] ELAR. a 

由 此 命题 顺便 得 

推论 9.2 it RE GE, .n=3,R] RED, SRA £:R’ ~GL,(R)B 
导 的 同 态 f:VCR) 一 GL, GO" HAA. 

命题 9. 13 it REGE,,J=J(R),n>3,R/JED,, M RCD,, 

证 由 命题 9.12 知 , 有 和 群 同 态 交 换 图 (其 中 e ,9; 为 满 同 态 ,因此 v. 
为 满 同 态 ) 
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1 v(R) —— R GLa( R)” 1 
P, P: d 
g 
1 ——-v(R/J) —— (RA y —— GLARAD” 1 


由 D, We XA. R/J € D, 即 下 行 正 合 ,因此 只 需 证 上 行 正 合 即 知 RC D,. 
WA itt RAWE: v(R) = Kerg. 

由 命题 9.12 4l v(R)C 导 Kerg, 因 此 有 群 同 态 交 换 图 (其 中 q; 的 限制 同 
态 仍 记 为 9p; ,由 vi. 满 知 此 e 满 ) 


Kerg 


V (R /J) 


为 证 v(R)=Kerg, Hi ub. A ce Kerg\v(R). HB o HAYA yeu 
GO fi e GO =p 09 GO Co 可 看 作 是 ps 在 v(R) 上 的 限制 ), 于 是 可 
Alc‘ y€Kerg=1+J, Ast x 'yE€ Kerg 门 (1 十 J)。 若 能 证 明 : Kerg N 
(十 Cv(R), 则 由 yEwvCR) 知 xX EuR), BI x € v(R) KERB 
盾 , 从 而 得 到 viR)=Kerg, BRE.AER a€ Kerg()(14+J). REGE,,n 
z35 E, GOS[GL,GOO.GL,CR) ]CI,8| 8 8. 1) ,于 是 从 a€ Kerg 知 diag 
(a,1,,D€ E,GO(YCG, T Jo. BEBE E i 9. 14( 其 证 明 不 用 本 命 


PA BIA a€ v(R) ,因此 本 命题 之 证 可 告 结束 。 C 
为 介绍 命题 9.14, 先 介绍 两 个 记号 ,这 是 相对 K 群 及 同 余子 群 理论 中 
的 基本 记号 。 


定义 9.4 RE Rings] 4 R, zi R—R/J 为 标准 同 态 ,=GL GO; 
GL, CRO GL, CR/JO A x 诱导 的 群 同 态 。 记 
GL, (R.J) = Kerf(= I,4- J^") 
称 为 GL, (R) 的 由 J REKI EJ KEH) EAR FE principal con- 
gruence subgroup) 
ECR, J) = E, CR) N GL, (R, J) 
= (fe | Ya E J6i Æl, Si,l<n}) 
= ER) N dH, +J”) 
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E,CR,JO S GL,(R, 了 站 之 间 的 GL, GO ZEE 互 称 为 是 水 平 为 了 的 子 群 。 
当 nn 宇 2 时 H 的 水 平 是 惟一 确定 的 , 即 E,CR.J)CGL,(R, JOM BDA IC 
J ,著名 的 三 明治 定理 (sandwich theorem) BN: E, (R) EAE GL, CRO B9 
群 HSE, (R,A)CHCGL,(R,A)’ (GL, CR, A) B d fr FE OTHE A< 
R Wr. 1982 年 A. Bak RIED A: ER —TEEER AY FH BI E, 
(R,B)IESMEOE, (R.AB") CHCGL,(R,A)’, VAQR BGR, 1987 年 
7E di 3c 5j Xi 7 25 TE [ L1.1987 JE — 2E EB] T : H d E, CR. BD IEJULIE 09 7E 
分 大 的 m,E, (R,AB")CHCGL(R,A)’(GL(R,A) f f pr TO. 

EO K (R, DÆGL, (R, J)/E CR, DRA R WI WAH K BVI 
ÍR, 

命题 9.14. RE Sing, J — JCRO CER EE — BER, VE J 41 R f 1--J 
R' , 即 JCJCGOO, B E EA 

det: GL, CR,7) — VCR) = R^ /v(R), Vncl 

满足 

(a) E, (R,J)CKer det; 

(b) det diag(a ,ma ) =a "ta, Va; € 1-- Jo x XE F8] 4525 r mod v 
(R), YrER:; 

Co) 有 交换 图 


GL, (R, J) —GL, ,, (RJ) 


det^u x det 
VCR) 


A 
其 中 i RERA CBB iO = J YAEGL RD); 


(d) Va€ J’) ,B€ J' ^" ,det(I,-- af) =I F Ba, 

证 用 归纳 法 具体 构 作 det, 

m-1HBfGLi;CR,J)—1-4-J, €X 

det:i + J — VR) 
1 +j H 1+ j (mod v(R)) 
则 容易 看 出 det JI REISIZS A (a). (bd). (d), FRM m—2 的 情况 定 
Mit det 后 易 见 (c) 也 成 立 。 

下 设 m<n 时 已 构 作 出 det 满足 Ca) ,(b),(c),(Cd)(m 9 n 时 暂 不 考虑 
(c))。 来 作 m=n+1 时 的 det (Ce) (b), (OLUR mn 时 的 (c) 成 立 。 注 
E M-—On,)€ GL, ,CR,JO.WJ M=, (mod J)。 于 是 可 将 M 写成 惟一 
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确定 的 下 形 ,进行 分 解 。 
sen ALE 
al a L 2 A a A ay 
w-( 1" a | Jove JG 1) 


HH a= m,n =1(mod J), F# a FE FE. a= Cm gis Menge tts 
m, ES" | BH=a (in, Myris M, a EJ", AaB AM 去 掉 
KRÍT .未 列 得 到 的 nox n ETE., E XLRI 
det:GL,,, (R»J) — VCR) 
M | adetA 
显然 ,这 是 完全 确定 的 映射 且 当 m==n 时 (c) 必 成 立 。 下 证 它 为 群 同 态 , 青 
(ER NEGL, (RD ABER N 写成 惟一 确定 的 下 形 


B-raf Q1 
N — ， md lxn 
| bB, ;| a, € J f EJ 
CAB— Aa, (Ba, +b)~' BB) d- e, B a 
则 MN- | | FEHB B= (Boy 十 
a( Ba, +6) CCBa, +6) BB) a( Ba, +b) 


b) 'BB+B. YR a,b,ab,detA,detB 都 是 Abel SÉ VCR) 中 元 素 ,可 以 看 
H ,AB— Aa, (Ba, +6) ! BB— ACI, —a, (Ba, +6) AB det FHR(m=n 
情况 ) 为 detA * detB * (1— (fa, +6) !'Ba), 于 是 由 上 述 定 义 知 
det MN) = adetA + (fb, +6) * (1 — Gh, +b)” By, )detB 
= (adetA)(bdetB) = detM + detN 
Bl det 对 m-—n4-1 也 是 群 同 态 且 显然 满足 (a),(b),(c)。 下 面 证 明 m=n+ 
1 时 (d) 也 成 立 , 即 Va€E JOP BE Jt HUE det(T 十 ap) 一 1 十 pu。 
为 此 记 a= (a a)", RP= R b a EJE na, bE]. BRA I,,, 
二 apE GL, (R, DH 
aP, ab 
ets c act » 2 
I, 十 o, ff a, b A + a; fj, as 
7 | af, "AL "EM 1-L ab 
其 中 
a, = ab. = (1-- ab) ‘af, 
A = IL, +a g — a, 61 -- ab) aß 
= ],+a(1—6(1+ab)"a)B, 
而 由 易于 验证 (展开 并 提 因 子 ) 的 恒等式 
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(lt yr(1—-yl+tay)"x) 
= (1 — y(1 + ry)“ r) + yr) = 1 

a1 —b(1 tab) a= (lba) |, FEO m=n 的 情况 ) 

detA = 1 + (1 +a) Ba 
又 按 det 对 m=n+1 情况 的 定义 ,并 注意 (1 二 ap)(1 十 pe) €v(R), BI 
(14ab)A+6a) | —1,.Bpf8 

det(I,,, + aB) — 1 J- abdetA = 1-cabl-oc(u-c,) e, 

= (l-4-ab)(14-ba) ! (12- ba) +a, 
DEÉacA-lIrÉ 
于 是 命题 证 毕 。 L] 

命题 9 


题 9. 11. 命题 9. 13 与 命题 9. 8 S5 18 P XR AS BOLE Silvester. 


| 


1981]). 

定理 9.1 半 局 部 环 RORY ACHR) BE D, 98. V nS 3 At 

K,(R) — VOR) = R^ /v(R) 

1984 年 P. Menal 与 J. Moncasi f£[ Menal.1984 | 3| dt 4 RERA 1 
的 环 类 uSrl. BA a bER, A x€R axr+b=1, DA uC R’ 使 < 十 puE 
R' ,此 时 称 尺 的 么 稳定 度 为 1, 记 为 REuSsrl ,或 xsSr(R) 王 1。 他 们 证 明了 : 
此 时 必 有 K (RSVR). EI uSr1C Srl 但 反之 不 成 立 ( 比 如 取 民 一 二 )。 
1994 年 武 同 锁 在 [ 武 同 锁 ,1994j 证 明了 : 设 尺 为 半 局 部 环 , 则 RE Sr ez, 
KERKESA. BEJAN. EMOS. 1 的 结果 是 相当 好 的 ,对 半 局 部 环 ， 
至 今 仍 未 见 有 优 于 这 个 结果 的 工作 。 

JG 5b GA m fE RC D, Yn 宇 m, 可 证 明 有 满足 Dieudonné 行列 式 ( 定 
X 8.1) 的 特征 性 质 (a),(b),(c) CHER . R^ JAA v CORO B fp 9 x [n] dS 
det: GL, CRO—VCRO . V nzem, jn. RIIE d — A ABR WR, ES 
证 出 或 推翻 ; 设 R 为 半 局 部 环 , 则 K COSR SR 无 同 构 于 Zi 的 同 态 
R? 陈 卫 星 已 用 两 个 反例 给 以 彻底 的 推翻 ( 见 他 2004 年 在 南京 大 学 的 博士 
i& X). 
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第 三 章 K, 群 的 基础 理论 与 
Ki 群 的 同调 刻画 


在 上 一 章 中 我 们 已 看 到 初等 群 E(R) 对 K, GO EE B SE E EJH. AREE 
仍 从 EC(R) 出 发 ,取出 其 元 素 一 定 满足 的 常用 的 三 种 关系 ,形式 上 地 定义 
Steinberg 群 StCR)( 对 应 于 EC(R) 的 生成 元 e2 | FH x, (a) 作为 StR) KER 
元 )。 于 是 有 标准 同 态 SSR) >E(R) 使 $8(x, (a)) =e%, Ker? 就 是 我 们 
定义 的 K: (R), $X E., CIE St(R) 的 中 心 C(St(R))( 见 3 100 , 45 Æ E 
(RR) 的 泛 中 心 扩 张 的 核 ( 见 8 11)。 作 为 环 范畴 到 Abel SETS BI PR TF, Ko 
也 有 上 章 开 头 提 到 的 K,,K; 的 那些 共性 。 在 3 12 中 我 们 还 给 出 了 RS RE 
以 及 Ki 群 的 同调 刻画 。 为 此 ,从 同调 角度 又 可 将 KS KS eR TUE S [e] VÀ 
图 子 , 从 中 又 可 看 出 同调 理论 与 代数 K 理论 的 紧密 联系 。 在 》 13 中 我 们 还 
证 明了 Ki 群 (i 一 0,1,2) 关 于 正 问 极限 的 连续 性 。 由 于 直 和 、 推 出 (图 ) 都 是 
特殊 的 正 问 极 限 , 这 些 结果 的 概括 性 与 应 用 广泛 性 是 可 想 而 知 的 。 此 外 ,在 
8 14, 以 Ko 群 为 例 , 我 们 介绍 了 代数 K 理论 与 拓扑 K 理论 的 紧密 联系 ,从 
中 也 可 体味 出 从 范畴 高 度 研究 问题 的 重要 性 。 在 下 一 章 我 们 即 从 范畴 的 高 
度 来 介绍 K 群 人 (一 0,1) 及 它们 之 间 有 重要 应 用 的 正 合 列 。 


810 Steinberg f$ 55 K, BF 


在 前 面 五 节 中 我 们 已 看 到 :对 环 ROE, (RE X 5i K; 和 群 方面 有 
重要 地 位 。 现 在 我 们 再 从 另 一 角度 看 E,(R)。 作 为 群 ,E,(R) 有 生成 系 ( 生 
成 元 集 ) (es, |aE R,i 关 j Sij Sn) ,这 些 生 成 元 ( 即 初 等 矩阵 ) 间 有 着 丰富 
的 关系 ,比如 ev (ade, (=e, (a 十 5) 等 ( 见 引 理 5. 2) 。 任 一 群 G 都 可 由 其 
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生成 系 及 生成 元 之 间 的 关系 集 ( 也 称 为 G 的 关系 集 ) 来 刻画 , 记 SA E,CR) 
WKAR ,R 的 性 质 在 相当 程度 上 决定 着 EE, (RO S. HU R 为 域 时 ,YA 
ESL,(R)( 即 detA=1) 都 可 表 为 E,(R) 的 生成 元 之 积 ( 即 SL, CR) — E, 
(R)), 但 对 一 般 的 交换 环 这 是 办 不 到 的 。 为 此 ,我 们 从 S 中 取出 一 部 分 (对 
一 切 环 R 都 有 的 ) 关 系 ( 即 这 一 关系 的 集合 S 为 S 的 子 集 ), 令 {x, (a)} 与 
(es) H 1—1 对 应 的 集 , 以 {xzx, (a)} 作 生成 系 ,以 S' 为 关系 集 则 得 到 一 个 新 
的 群 ( 下 面 记 为 St, (R)) ,当然 由 rU beet 给 出 St CRO 8] E, CO f — P bri 
同 态 ,其 核 即 度量 着 St, (RO 55 E,(R) 的 关系 集 的 差距 ,对 E, (R) 通 过 35 中 
的 取 极 限 ( 取 无 穷 并 ) 的 办 法 , 即 可 给 出 环 R 的 男 一 个 不 变量 KR), ER 
体 地 说 , 取 引 理 5. 2 中 的 三 个 关系 (2),(3),(4) 作 S', 先 给 出 如 下 定义 ,其 
中 (Si) 主 要 用 于 合成 ,(S;) 主 要 用 于 交换 ,而 (S;) 主 要 用 于 交换 与 相似 变换 
(OA B RIO, 

定义 10.1 iE R€ -ing, SCIO BH Ux, G0 | iz5j.a € RYEAE LER BL TR 
下 述 关 系 定义 的 乘法 群 ; 

(S) xr, (aa, (b=2,(at+b).Va.beR; 

(S.) [x, Ca) ry (6) ]2 1. V a,b € RIAL jh, 

(S) ix, GO. x, (0) ]—9 x, GD.N a.b€ Riz, 
WI ER StCR) A R If] Steinberg # , H FRCS: ), (S0 (S) X Steinberg 关系 。 

命题 10.1 ix RE Sing, W St(R) 为 完全 群 , 即 [St(R),St(R)]= St 
(R), 

证 EGO BEL b=1 8 

zla) = [x, (a)r; (1)] € [SEC SEG) ] 

由 此 知 StC RIC SEG ,SECR) JEC SEO , A St(R) 为 完全 群 。 C] 

Æ X. 10.2 [Milnor] 设 RE>ing, 对 标准 满 同 态 

$:St(R). -ECR) 
z, (a) Fe; 

id K; GO = Ker$, & K; CO WR ff] K: BE, 026 Fi 9 Jy Steinberg 同 态 。 

ABRE Li. jn. Wid St GO AB Ur, GO la€ Roizejslsi.jsanl 
(S) CS (SERR SEHE BFP, = 1s ce, Ko, CR) = Ker$,, 

EO 1989 年 李 福 安 在 [Li,1989j 中 证 明了 ;对 交换 环 R 与 S,(1) € 
St, (RR) 二 St,(S9), 则 m= 二 n; (2) St, (RO St, CS). V 2A R-—— S , BE E 
K; (RSK, (S). fixe fE[Li.1992 ]rRZ& 1H. E, CIO 5 St, CRO f] — 9e d Bi 
的 子 群 分 解 式 。1992 年 游 宏 在 LYou,1992] 中 又 以 E, CO St, CO B AER 
出 色 地 刻画 了 局 部 环 R。 
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比较 K (RS K;(R) 的 定义 , 视 $ 为 向 :St(R) 一 GL(R) 即 得 
定理 10.1 设 RERing, 则 有 和 群 同 态 正 合 列 


$ 
1 — K. (OR) — St(R) 一 一 上 (人 ) > 1 


$i 
1 — K; CR) 一 StCR) 一 ~ GLIR) > K, (R)—> 1 


x, (a) m ef 

Ei EA. A C3: 3E E BB. $, 但 值 域 不 同 ) 犹 如 一 根 扁 担 同 时 挑 起 Ko CRO 5j 
K GO .K; (R) 是 St(R) 的 关系 集 与 E(R) 的 关系 集 相 差 程度 的 度量 ,为 9 
(EX $) KJI kerf, ,而 K, (R) 二 Coker$ = 二 GL(R)/Im 为 册 的 上 核 ,度量 着 
$ 满 的 程度 。 

下 一 命题 又 说 明 K.CROJ St(R) 交 换 程度 (中 心 大 小 ) 的 度量 。 

命题 10.2 iz RE zing, C(O XIE G 的 中 心 , 则 

(1) C(E(R)) 二 1( 即 E(R) 为 交换 程度 最 差 的 群 ); 

(2) C(St(R)) =K; (R), Ate K;(R) 为 Abel 群 。 

证 (1) 令 NEC(E(R)), 则 有 充分 大 的 nn 使 (可 视 为 )N EE,(R)， 

(^ Je E.G) H B Je CCE,, (R)) 
I " I i 


H Hu 


L I, 
取 | MENT 


H 


(^ N) N J^ I, I, I,)/N N 了 
I, = | I, 1 I, | = I, 


于 是 N= 了 ,因此 CCECR) —1, 

(2) 4 MEC(St(R)),$(M)=NEECR), B ? ilii N CCCE(R)) = 
1 ,于 是 ME Ker$=K, (R), Wit CCStECR)D CK, (R). 

下 证 反 包 含 关系 。 

(i) 记 二 为 由 {x, (a)|i 关 n,aER} 生 成 的 St(R) 之 子 群 。 

由 (S;) 知 [ zs GO ix Oo] x, (a) ,zr (O]=1,.Va.b.c€R, AUS, 
EAG, 


GD VY.YLE5,, YAY, WATS Y — Ih. (a) GY WA EA PUR 


EEX Gn), WHR a, — 0. CB CS) Mz, Or, (0) =z, (0), FÆ x, (0) = 
1),Y, = | [x, (5,) ,于 是 é(Y,) = | [es 的 第 nn Jil Jj A 一 (aj $7 4,4 vl, 
PEN pg . 


Gu UT PCY) 一 | Te’ 的 第 7 列 为 B 一 (5 211.5, y 1.5, SUO oA Y Æ 
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Y, Al A z& BAA &(YO z (Y Ae |- 是 单 的 。 

(iii) V pan. pq 由 

Km (AVX, (DX, a) = [x GO x, (6) 1x, CÓ) 
x, (DD) € L. yq 天: 
Hu er sen C D, qi 

AI x, (a) 正 规 化 5, 6 

任 取 a€ K: (R), BH 9C) — I, B a 29 SECO RS CR ER A ROG C RA, 
OA SOT KI] n fin 大 于 a 的 表示 式 中 出 现 的 一 切 生 成 元 rz, (a) 的 足 码 i, 
jo BEN a EMEC, BE ale CE mus P 

$Cafla 7 rU» 


由 (证 出 的 $|. 单 性 知 afa ` =B, " n" VBE in FEEC). 

Civ) 类 似 地 , 记 -, 为 由 fx, lajna ER}) 生 成 的 St(R) 之 子 群 , 则 
VaC K,(R) 必 有 充分 大 的 使 a EC(-,), 

(v) 为 证 K;(R)CC(St(R)) 只 需 再 证 2,7>, 生成 StR). 

事实 上 VY pq,p 二 nn 时 x (a) EF, qn 时 Ky (QE 而 户 ,q 天 7 
Bf eru Gm, (rn, 001€ SZ, |, FAS,» =, 生成 St(R)。 i} 

TO ERG ACES HeC(G)=1. tal F WRI F|>3.SL.(CP 295€ 
全 群 ,但 CGL (FDH 2 阶 群 。 

命题 10.2 使 我 们 已 走 到 中 心 扩张 的 大 门口 ,现在 给 其 定义 如 下 。 

定义 10.3 REE =“G 为 群 的 满 同 态 ,车 KereSCCE)( 因 此 Kerg 为 
Abel H) MPRE. OCR E i pA G 的 中 心 扩 张 (central extension), 记 为 
(E.¢) Ec. e(G), 

£i CE. 90 Mim IE 12 HE BIE. PA G 的 全 体 中 心 扩 张 所 成 范畴 的 始 
ITR): [ER CE, ,0)Ec.el(G) 必 有 惟一 的 群 同 态 p E— E. 使 下 图 为 交换 图 ， 


e 


E G 


3g Ae 
E, 

WI ER CE, =) ER OW G Bü iE rie 3^ 3K Cuniversal central extension) .id 
AOE.9)€u.c. e(G), 

EA. GAA E POP SK MERWE XT , 泛 中 心 扩 张 是 惟一 的 。 

TO EXE X10. 3 条 件 下 ,有 的 文献 上 也 称 G 为 下 的 中 心 扩张 。 用 
ERJ] 1 一 天 一 E 一 G 一 1] 定义 的 扩张 也 有 两 种 说 法 .一 称 这 是 KK 按 G(of K 
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by C) 的 扩张 (如 LRotman,1979],L 佟 文 廷 ,1998j), 这 与 实际 情况 (一 天 ) 
相符 )。 一 称 这 是 G 按 KK(of G by 天 ) 的 扩张 (如 [Rosenberg,1994j」) ,这 和 与 
群 的 上 同调 记号 一 致 。 两 说 法 各 有 优 缺 点 ,读者 在 阅读 各 文献 时 应 注意 鉴 
别 。 
由 上 述 定义 可 将 命题 10. 2 写成 如 下 的 ( 较 弱 ) 形 式 。 
命题 10.2 (StR). A ECR) 的 中 心 扩 张 , 即 
(StR), $) € c. e(E(R))., 
Pe FORTE BR (StCR).%) Cu. c. e(ECRD )。 
现在 来 讨论 K- 的 函 子 性 质 。 
定理 10.2 (1) Sti Zing ^ JE AE RR P; 
(2) Ko :-ingo -G Jg3E SE IR P, 
证 容易 直接 验证 St: ing 一 2 为 共 变 孙子 。 在 此 基础 上 , 设 有 环 同 
A f:R->S 与 g:S>T, 则 有 群 同 态 交 换 图 


1 一 一 ~- K,(R) —— SR) 22+ E(R) — 1 


[ 

| KS) [sur [eu 

Y 

1— K,(S) — SS) Ż E(S) 1 
J 

K:(g) |s E(g) 

t i, $ 

(T) —— St T) —— F(T) — 1 


] ——— K, 


H ENE Es Cr 1E 5; BEI rn ig RNE BH [BO SE Sr K; OO, RK: Cg) 使 上 图 仍 为 交 
fe A. BNA K NSK (gK. WEI KOAP: V 2€ Ko (R), 49 
n(OE SCR). FE y=St f) (x))E SECSD, 下 证 y € Kerf, =K, (S) 
Ii EXKGO0OGO-—yBInT, SESE EL] $5 (i()) =1 知 EC fee GG) = 
1。 由 上 图 右上 和 角 方 框图 的 交换 性 即 知 $s (y) =1 Hl yE Kerg =K: (S). 

又 显 见 Ks (LO 9 I us i Ks: 7ing 习 ~G( 由 命题 10. 2, KR) EG) 
AY SEAR RF C] 

定理 10.3 if R.S.R, € “ing, Jill 

(1) StCR@S)~St(RI@St(S), At Su ROS; 


(2) K, (R@S)~K, (RRK: (S) .因此 K: CORO PK. (R). 
证 (1) 显然 有 群 的 单 同 态 | | 
St(R) > St(R@S), — SS) + St(R @ 8) 
x, (r) > TiCryO) x, (8) > x, (0.9) 
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ZI K: 群 的 基础 理论 与 K, 群 的 同调 刻画 (8 10) 


于 是 可 令 
St(R) = (rr,(r0)|r€ER,i#)) « SRODS) 
St(S) = ir, OD |s E S, ize j) « SEROD S) 
Hi 
z, (r,s) = 2, (7,0) x, (0,5) 
知 


St(R BS) = (St(R), St(S)) 
为 证 ROS SZS PPSS), Hom BUE St(R) St(RDS),St(S)4 St 
(RBS) H. St(R)NMNSt(S)=1, 

先 证 StR) < St(R@OS).St(S) I St(ROS), Wit ABE StR 
OP StCR) 中 元 素 与 St(CS) 中 元 素 对 乘法 可 交换 , 即 VrER,sE Sui jk 
Al, 

y =([2z,(7.0).2, (0,5) | = 1, 
(i) il. jk 时 .由 (S;) 知 此 式 成 立 。 
Gi) 当 i 关 /但 ;=k 时 ,由 (SS,;) 知 
y = cr0)(0.5)) = x, (0,0) 
但 x, (0,0), (0,0) x, (000). TAA r, (0.0) BERI x, (0,0) = 1, FE 


时 欲 证 之 式 也 成 立 。 
(iii) 当 i=. {E j Æk 时， 
= Lx, (7-0) m, (0,5) | 
= [x,(0.5).7,(r,0)]" 
(iv) 4i=/ H j =e Bt 
y= [2z, (7.0) .x,;, (0.8) ] "ERI ES (7.0) La, (065) ,zr (0.1) ]] om Æ isj 


1 =] 


CHE) 


"(0,1)x 
Ts (Oz, COs x,, (0.1) x, (0,3) 7 
(A FH CHO AI ur, (0) cm C r0)5 Xx (0,—1) 二 x,, (0,1) R x, CO, 
21 


Do FES FE BT ACM. BODAS, C—7,005 r,(0.— 221, (0.5) 及 
x ,,(0,3) 是 乘法 可 交换 的 ,由 此 知 y — 1, 

再 证 St(R) 门 St(S) 二 1( 在 RBS) H), 

(ER a€ St(R) 门 St(S)。 由 上 上 段 证 明 可 设 a 二 ajas ,a € St(R),a,€St 
(S), H a.a; € SERA a € St(R) 门 St(S), 同 理 知 a, € St(R) 门 St(S)， 
因此 在 a 的 下 述 不 可 缩短 表示 式 


(0,5) x, COTS DIRE E (7,0) 


ya DI 


= x, (7,0) m, (Osx 
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a= E, y (ri 95; rez, Criss) 
中 可 取 a mm, GO 00m, r0) mx, Osr, (0,s) 使 maE 
StC(RONStCS), Wik rn = =r = 0.5, S= =5 =O B EA Lip risse) 
=x, (0.0 1, KE a—1. E St(R) 人 St(S)=1。 
(2) 由 (1) 知 有 群 同 态 交 换 图 


St (RBS)——St(RIBS1(S) 
Y Pras Y fr Ds 
GLIRES) GLIRBGLS) 


— 


因此 
K: (R @ S) = Kerbras — Ker($r @ $s) = K: (R) CO K: CS) J 

在 上 述 证 明 中 (事实 上 在 命题 10. 2 之 证 中 ) 已 得 。 

推论 10.1 VR€-ing.TE SERO rP.o;(00—1, m, (a) 二 x, (一 a)， 
Va€R,Vizj, 

定理 10.4. VRC ing, Vn. KR") —K, GOCK, BRAY SS Morita 不 
变性 ) 。 

证 ”用 分 块 矩 阵 法 知 GL(R" 全 GLCR)。 而 ECS) 一 [GL(CS),GL 
(S)]. VSE zing 时 (命题 5.2), 因 此 下 CR" ")~ECR), BA T B TEES: 
K:(5) 为 上 (CS) 的 泛 中 心 扩 张 之 核 及 泛 中 心 扩 张 的 同 构 惟 一 性 即 得 

K, CR" ")=K; (R) [] 

由 上 ,我 们 得 半 单 Artin R K: 群 的 下 述 结果 。 

推论 10.2 i R AXE. Artin 环 , 即 

R= D" Q- © Di" .D, 为 除 环 ,j = des 
则 
K.(R) ~ K,(D,) PB (OK, (OD) 
因此 半 单 Artin 环 的 K: 群 的 研究 可 归 为 除 环 的 K 群 的 研究 。 

由 定理 5.7 又 可 得 

定理 10.5 设 有 环 同 态 f:R>S 5 g:S>R gf = Ir, H] 

(1) K;( 放 为 单 同 态 , 因 此 在 同 构 意义 下 ,K,(R) 为 K;(S) 的 子 群 , 即 
K: (R) ŠK; (S); 


(2) K;(g) 为 满 同 态 , 因 此 K,(R) 又 是 K. (CS) 的 商 群 ( 同 态 象 ) ; 
(3) K: (OK: (R)@KerK, Cg) 一 ImK (g) BKerK, (g). 
推论 10.3 YRE “ing. 
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K (RELzr D ~ KG) OD KerK (£), 

其 中 g ;R[x eee. x, JOR A gal ,YX,)) 一 (0,…,0) 的 环 同 态 。 

推论 10.4 UE RC -ing.G 为 群 , 则 

K, (RG) ~ K; GO @ Kerk: (g), 

其 中 g: RG—R 为 使 g (Sr,g,)=Sr, HRA. 

K- 群 的 计算 十 分 困难 ,但 由 其 定义 知 , 只 要 可 以 找 出 SECRO CK x 
(E $C) =I 即 可 知 xE€K,(R)。 此 法 常 有 助 于 Ks 群 的 研究 与 计算 。 
1 ly 

je 


例 1 VRE Bing, eie; el — diag { ( 
相当 于 旋转 90" 的 变换 。 仿 
r= (x1) x, (— Da OO 


于 是 rEK (CR) Ab re C(St(R)). 
在 R= 个 时 ,以 后 将 证 ordx=2 HK; 0— Go llix)—Z. 
在 Ks 群 的 计算 中 ,有 时 也 需要 将 St(R) 的 一 些 子 群 排除 在 K: (RZ h 
( 即 找 出 StCR) 的 子 群 NN 使 K;(R) 站 N=1)。 比 如 ,在 命题 10. 2 中 ,事实 上 
已 证 RK: (R) N 2, 一 Ks(R) 门 ,二 1。 现 在 我 们 再 证 如 下 结果 。 
命题 10.3 VRE <ing, 记 St(R) 的 子 群 
T = TCR) = (iz,(a) |i<j.a E R}) 
T = T(R) = ({2,(@) | i2» ja € R}) 
M Ko (R)() T=1,K.(R) (|1T'—1, 
证 只 需 证 了 站 KK:(R) 王 1。 事 实 上 ,Vw 一 (aa T ERT id 
C, Ca.) = x, Cai) Ta, (a2) X, 4, (a, 4) 
则 T= <{C. (RT). r=1,2,}), H Steinberg 关系 (9 A, YB — ns, 
b.) ERT?’ 
C, (a,)C,CB8,) = C, Ca, + BO, 
又 由 Steinberg X ZG) VE stb IER" VM r<s 时 , 视 w = 
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(a,,0,-,00€ R^ RA) WA 
C, (a,)C,(B,) = C. (B + ab.) C, Ca) 
于 是 ViET, 必 有 a sse ,其 中 a,ER’” ,使 
t= C,(a,)C,_, Ca) C (a) 

但 在 Steinberg [AJA $: St(R)>E(R) F., 
l a, … a, 
$0) = € E(R) 
0 1 
[ut rE TAK, GORB[ e, =0,j= 1.2.0, FRYERS C(O) —1 即 知 上 一 1, 即 
TNK:(R)=1, E 

在 326 中 ,我 们 将 给 出 St(R) 的 一 个 子 群 W= WR) (ERT W 的 任意 元 
w,$(w) 都 是 单项 矩阵 (一 置换 矩阵 与 一 对 角 和 矩阵 之 积 ) ,有 旦 R 为 除 环 时 ,St 
(R) 二 TWT。 这 样 ,对 R 为 域 或 除 环 的 情况 (R' — R\40)), 就 可 断定 Wo 
K: (R), 从 而 给 出 Ko ORO B] A [c^ n oO CE LAS, 


$11. 天， 群 的 泛 中 心 扩张 刻画 


在 本 市 中 我 们 来 证 明 , 环 R 的 Ke 群 即 ECR) 的 泛 中 心 扩 张 的 核 ,这 不 
MA Pub ARAM T K 群 ,而 且 也 补 上 了 上 节 中 证 明 K: (RS 
K; ROCK; 群 的 弱 Morita 不 变性 ) 时 缺少 的 一 步 。 为 此 , 需 给 出 群 论 中 的 
一 个 命题 ,作为 本 市 的 基础 。 

先 回顾 一 下 自由 群 的 概念 。 


定义 11.1 设 久 为 一 个 集合 ,F 是 一 个 群 , 若 有 单 射 六 ->F (可 看 作 
XCF) 且 具有 如 下 泛 性 质 ; 对 任意 群 H 与 映射 p:X-> 互 , 必 有 惟一 的 群 同 
A d; FH fii 9i —o. BI FR A 35 1 Fg] 


X> +P 
Pd 
e 
^f 3| 
x 
H 


We F ALX 作 基 的 自由 群 (free group). 
RA. FARKAS e: BC 与 群 同 态 B:F 一 C, 则 必 有 和 群 同 态 Y.-F 
—B ft ay-8, 5 —Jr ifi AERAR G LÀ G 的 生成 系 {f;) 作 基 必 得 一 自由 群 
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F.H. 5S BIS FGE F HÆ fb f; G 的 生成 元 ) 。 因 此 ,对 
任意 的 群 G, 必 有 正 合 列 1 一 R 一 F 一 G1, 其 中 下 为 自由 群 ,此 正 合 列 称 为 
G 的 自由 表示 |( 现 )。 

需 注 意 的 是 自由 Abel SÉ F, (Bf F, € Free; 90 — Rt Hb 3E 3E B p BE. F, 
的 “自由 性 ?是 限制 上 述 的 H BA Abel 群 ,而 非 取 自任 意 群 。 事 实 上 ,自由 
群 与 目 由 Abel 群 都 是 “ 域 上 线性 空间 同 态 f:M->N 由 M 之 基 元 素 在 上 下 
的 象 惟 一 确定 ”这 一 线性 代数 中 的 定理 的 不 同 程 度 的 移植 。 

命题 11.1 (DE GAZPO Kec 为 完全 群 , 即 G==[G,Gj( 例 如 
非 Abel ÆHF); 

(2) 群 G 的 中 心 扩 张 (FE,9) 为 泛 中 心 扩张 合 下 两 条 成 立 : 

(D E 为 完全 群 ; 

Gi) E 的 中 心 扩张 都 是 平凡 的 (可 裂 的 )。 即 , 设 1 > BSD E> 1 1E 
AD. pA E WMO 3k. WD. ) 二 (EBB,p'i)( 其 中 EB PE AM 
第 一 直 和 项 的 标准 投射 ) BA BEAL) A: D> E@B E p.h ; 

(3) 者 GG 为 完全 和 群 ， 

1 — R= F—G 1 (1) 
上 正 合 ,其 中 下 为 自由 群 。 则 G 的 泛 中 心 扩张 (EE,q) 可 构 作 如 下 ; 取 E=([F, 
FLFR ,而 2 即 标准 同 态 
[F,F]/LF,R] ——[F.F]/R = LF/R,F/R] = [G,G] = G 

证 (D>: RRGAKREECLH. ic A-G/[G.G]€ AG, M Az 1, 4 

r :G »A 为 标准 同 态 ,显然 GBA 2G 为 G 的 中 心 扩 张 ( 其 中 p 为 对 第 


一 直 和 项 的 标准 投射 ) 。 任 取 (E,p)Ec.e.(G), 下 图 中 的 工 均 有 不 同 的 两 
HE zl 9X2 o 


GOA 


Por = (1) :yb (ely). 1.) 5B 1, AA PAY RIL. ro =pro): 
ye (gly) ,XG(y)),YyEE。 因 此 G 不 可 能 有 泛 中 心 扩 张 。 
=: E G6 为 完全 群 ,只 需 证 下 述 两 点 (也 同时 证 出 了 (2),(3))， 
(a) G 的 中 心 扩张 车 满足 (2) 中 的 ,OD), 则 必 为 泛 中 心 扩 张 (因此 (2) 
中 em 
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(b) (3) 中 的 (E,o) 为 满足 (2) 中 的 (CD(ii 的 中 心 扩 张 , 从 而 为 G 的 泛 中 
心 扩张 ,于 是 G 有 泛 中 心 扩 张 ( 因 此 (2) 中 的 之 与 (3) 成 立 )。 
(a): 设 ( 人 ,Oo)Ece(G) 且 满足 (2) 中 的 (ii (CE .90€c. eC, X 
有 pp: E, 97 offi p y= p= pp YEE, 
Pr) = eG) = OY G) 
于 是 有 C, € Kero, =A, CC(E, fE 9(x)—C (x)。 同 理 VyEE, 有 CE 
A; fi PCy) 2C,J/Cy), E ASCE), Ait 
xy D= [Aapo] = [Cy Ca), Cy (y)] 
= [Y r) p o] = J(Oxy)D 
而 由 (i) ,E=[E, E], FE Y=, FARE y FETE. BB (a). 
4 E: = EXE = { (e6) € EXE, | gle) = 9 (e,)} (RA E S E 
在 G 上 的 纤维 积 , 即 后 面 313 中 的 拉 回 图 , 亦 称 Bear 和 ), 则 有 交换 图 


E, 
Kerp, 1x Kerg, — —- ExgGE, — E (2) 
n^ 
P ^T e 
| ," Ini | 
A,-Kerg, E, G 


其 中 op, : (e,e,) bees po: (ese, ) He, Y (ese DEE, 

由 p.p 满 知 pi ,p; 满 。 又 由 Kerp, —1 X Kerg, Kerg, CCCCE, ), Ay Ail 
1XKerg; CIX CCE) C C(OEXGE) ,于 是 (FE ,bp )Ece(E)。 再 由 (ii) A 
(E; ,5)0 AE RPE MDS RK. FRA i: E-E, 使 pi 二 Ie. 由 此 知 

Q poy = Ppi = 9 
因此 pi =$(E,M-(E GQ APOPKA. Be EERE p) Eu. 
c.e(G), 
(b): AHO Pia S E-[F.F]/LF.R].e:E. »[F.F]/R—G, 
由 Rd 下 知 [LF,RJCR(frf 'r ERr =R, Y ffEF,rER), 因 此 有 


ECE, = FÁF.R] — F/R-GHe- e |e 


但 Kerei CR/LF.R]. FÆLE, Kerg, JC[ F. RJ/[F.R]—1, Sit Kero, Z 
CCE). REX SI 


Kerg C Kero, C CCE, ) 
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知 Kero C— E f CCE, ) Cc CCE), Ali. (E.@), CE, 59, ) EC. e(G), 下 证 (E， 
92) 满足 (Ci), Ci) BP AY 
(i) 事实 上 ,由 下 ,E BH) X AH, E= E.E]. B pp 满 且 有 交换 图 


E G 


NK ° 


E, 


Al Ve; € E, eC E, 3$ ge) 9 Ce) HER 9 9 le MA p eple), F 
fe e; CeKerg, , Aik E, — CE, Kerg), 但 Kero, CC(E,), ECCE, 因此,E， 
=EKerg, CEC(E,). Biltán 

E = [E , E, ] CLECCE,),EC(E,)] = [E.E] 
即 下 为 完全 群 ,这 就 证 出 了 (i)。 


(ii) 令 


1 ~ A, >E, El (4) 
Aj E 的 任 一 中 心 扩 张 (对 应 的 正 合 列 ) ,证 明 其 平凡 (可 裂 ) 即 可 。 
EX G=F/R=(F,F]/R,E=[F,F)/[F,R]CE,=F/[F,R]. 4 E, 
=E X& E, , 则 有 交换 图 (其 中 mun, 为 标准 满 同 态 ,p,w 见 (b) 的 证 明 , p, 
p. 仿 图 (2) 给 出 ,yy 即 图 (4) 中 的 内。 


按 下 列 顺序 补 图 并 证 明 (ii) 。 
中 : 由 下 的 自由 性 与 p AWA. A A fi pih=m; 
OF Hy O0— poh; 
©: HOS LBA.V FEF pd P=nf). Aik 
KR) —+x(R) =1 
pp 


BN ,CCRD)SKercw。 下 面 证 明 
Kerg = CCE, ) 
即 知 OCR) CCE, ) ,因此 OCKerz ) 为 
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OTF,R)) = [OCF),0(R))] C LE;S,CCED ] = 1 
从 而 有 0 使 如 ,一 0。 
FE Ab POZIE E=LE,E], Ait 
Y(LE;.E,}) = LACE) CE) | r LE, EJ = E = (E), 
于 是 由 A; 一 Kerw 4 E; =| E; , E; ]A;, 又 由 


(E, ‚Kerg D & [E.Kerg] — 1 


All 
[E; ,Ker@p] C A; CCCE;) 


于 是 ,VY c€ Kergy,s, tC E VA z sz ECE, fii 


s Xr | = zi, Bl rsz = sz, 
t xtr = zz, B) xtxr = tz, 
从 而 有 
xbs.t]x 一 [zz rir '] = [sz; ,tz, | "LC GE) [s.t] 


Bl x 与 LEs E ] 中 元 素 对 乘法 可 交换 。 但 rE E A CCCOED x 必 与 A, 中 
元 素 对 乘法 可 交换 ,而 由 上 知 E; = [E E; JA; ,因此 x€ CCE ) , 故 KerpyS 
CCE;). 

D: 来 定义 A 使 p14= Te 。 

VfEF,Mm(f)=fEE. Hon, =0, Ww 0Cf) =0 f) —e € E, Ul] E, = 
E, Xc E; 的 元 素 (f,e; ) 使 pyle; =O, Cf). 定义 

A; E, — E, 
f b+ (foes) 

则 使 pi Te o 

©: 限制 A 到 上 (此 时 9p 二 91) 则 对 A, AEF, 

AG Ki fm (Lfi,f;j,es), 
其 中 ole =p Cfi fol). 由 此 知 
PALA aD = OCLfis fe) = e 

由 上 面 的 交换 图 , 令 0 -—0|..E—E..BDfR JO, = Hg. BB, CES, 0 AK A CRT 
AOT. [| 

由 此 命题 可 得 

推论 11.1 群 G 有 完全 中 心 扩 张 (E,g)( 即 满足 玉 =[E,E] 的 中 心 扩 
KE. PAG 有 泛 中 心 扩张 。 

证 二 已 由 上 证 得 到 ，。 
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>: E ARZE. H 9 为 满 同 态 时 G 必 为 完全 群 。 因 此 由 上 命题 知 G 
必 有 泛 中 心 扩张 。 a 

下 面 来 证 明 本 节 的 主要 结果 ; (St(R),$8) Eu.c.el(E(R))。 在 上 节 , 我 
NE ABB :CSEGO $) Ec, e(ECR)) B. St(R) 为 完全 群 ,因此 满足 命题 11. 1 
(2) 中 的 (i) 。 现 在 只 需 证 (iD , 即 St(R) 的 任 一 中 心 扩 张 (E,p) 都 是 平凡 的 
(可 裂 的 )。 为 证 此 , 先 建立 几 条 引 理 。 

引 理 11.1 设 (E,9)Ec.e(St(R)),X,yE St(R), 取 X,YEE 使 o(X) 
—r.Y)-— y. Bl X.Y |t x. y 惟一 确定 而 与 X,Y 的 选取 无 关 。 因 此 ， 
[o (S9 (G0JN E PRI—A B xy 确定 的 元 素 。 

证 X XYL ECE thf o(X,)=2,0(Y,) =y, MA a,, a, € Kerez 
CCE) {# X — XiaiY—Yias, FHREX.Y]=[X,.Y,]. C] 

由 此 引 理 知 ,可 定义 映射 (注意 LSt(R),St(R)]=St(R)) 

S:St( RO — E 
[r y] le Go.9 C0] 
显然 有 es Te， 因此 只 需 证 S 为 群 同 态 即 可 。 为 此 给 出 

引 理 11.2 V jzk.izél.a,bCR, 

LP Gy (a)) p (ry (O2) ] = ICE 中 的 单位 元 )。 

证 BAA ,k,l u= (z, (1)) ,v=9 (a, (a) w= p (Gr, 
(0))。( 这 里 的 “==” 应 为 “<E*, 由 上 引 理 知 这 样 记 法 不 影响 下 面 的 证 明 )。 

HS ) 知 La,vjEqp Cr, (a))。 而 由 

o(Lu,w}) = [x,(1),27,(6)] = 1 
eO vw D = [ xj, Ca) + x, CD) = 1,(S,) 
Al usw ].Lv,wl€ Kergc CO. FRA ce— [uw] 一 wuw 'u ECE), 
使 ucw=cuw= wu, AK cw 二 x wu, IRMA c € CCE) v w= cvw 
=wv, Altcecw=v lz。 由 此 可 算出 
[e Gr, (a)),¢ Cry O22] 
= |lu v] w] = (uvu sv )w(Guvlu)w! 


= (uvu )c’wluv (uu)! 


= cuvu wu )Gv uw lc) 
= cc w(ae)wlvy(c)?)w! 
= (uvw)(w vu )zl L1 


引 理 11.3 i G X (ES BE Luv. € G , bl] 
(1) [u,v]Luw]-—lusvw]lv.[w.ull: 
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(2) (Jacobi 恒等式 ) 。 若 1G,GjEA4AG, 则 
[us] vw]]Lvs[w.u] Lw, u.v] = 1. 
证 (1) 直 接 验 证 即 知 。 
(2): 由 (1) 可 得 
[vwaul| = Luv] [uv)lu.w]. 
Lu.lv,w]] = [wu] [wu] wv], 
Lw Lusvj} = Lv, wu] [v w] vsul. 
HLG,G]EAG R[a,b]lb,a]=1 即 得 
Lus Lv) Lv [wu] ] Lw, u. v1] 
= [w.uv] Lw u] wv] u, ve] Tuvi u, w] 
[v,uu] [v,w]lv.u] 
= (uvwv uw )(wuvu wv )(wuwviui)-]l] [| 
2|£8 11.4 D i, j. 8. h F.a b€ RE E rp 
[eg Gy (a) 6G" (ry (2)] 
= [9'G, O0 .g (2, (ab)) JC45 j EXE). (5) 
证 由 (S;) 知 ,在 St(R) 中 
Lx, (a) xp (6) | = ry (ab) = [x, (OD x, (ab)] 
Mu=e¢ (zh (1)).v=9"' (zx, (a)) w= g Gi, (6)) MWA 
[u,v] = Q (x, (a)), [vw] =o (x,(ab)) 
且 ( 由 引 理 11.2298, Lu w ]— l1, [Eus vli u]— 1. [Cus v]-v]91.CLus v.v. 
wj 二 1, 记 G 三 ({u,v,w)), 则 由 此 知 [G,GJE LAG。 由 引 理 11.3 3. [G, 
GIE AG At 
Lus Low Ev. [wu] ] Tw, u, v]] = 1 
于 是 由 [w,uj 二 1 BIA UEu.v);w]-—[u.Evsw]]. JA T BIA SI EAR, 口 
由 这 些 引 理 可 证 明 本 节 的 主要 结果 。 
定理 11.1 RE Fing, M(St(R),#) €u. c. e(ECR)), Ast Ko CO 
ECR EDT KZ. 
证 由 引 理 11. 1 之 前 .后 的 分 析 知 ,只 要 证 :对 St(GR) 的 任 一 中 心 扩张 
(E.o), 
s:St(R) — E 
[x,y] Pm [e GO. Cy] (6) 
(使 ps= Ius ) 为 群 同 态 即 可 。 
为 方便 起 见 , 在 下 中 按 引 理 11.4 中 (5) 式 右 端 (与 i 无关) 记 
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Sm (a) = [9 Cx, CDP Cry la) J € e Gy, (a)), 
VhA~ksa EC R 
由 OWA A SCR) —OGz, OO 1655; 
E = (is; (R) lise jn 
下 面 只 需 证 :对 {s, (a)},(Si),(S;),(S;) 成 立 , 即 知 有 确定 同 态 
s:St(R)— E 
z, (a) > s; (a) 
于 是 es— [sw ,和 且 容易 看 出 这 个 ; 正 是 上 面 (6) 中 的 ;, 于 是 定理 即 证 出 。 
事实 上 ,由 引 理 11.2 知 (S;) 成 立 。 由 引 理 11. 4 容易 看 出 (S; ) 也 成 立 。 
下 证 G51) 成 立 , 为 此 取 a,bE R,R,i,j A uE (xr, (1)),vE 9 (x, 
(a)),we@ Gy, (0)). Il 
s, (a)s, (6) = [usv] usw] 


引 理 11. 3(1) uve JLvsDw.u]] 


lLusve |= [9 (x, (1)), g” (x, (a+ 0622] 


BCS, ) 成 立 。 C] 
=O 在 》1 例 1 中 ,我 们 给 出 了 使 Ko 群 平凡 的 例子 , 即 设 V 为 域 下 
上 无 限 维 线性 空间 ,R= 二 EndeV ,证 明了 K。(R) 二 0。 下 面 我 们 证 明 对 这 个 
HR,K: (ROWE EAB. 
VA,BEGL(R) id ETI Ki CR) =GL(R)/ECR) rB x4 pr B 26 Xe Jy 
LA .LB ],9IJLA LB] [AB ]. m 
A AB B! B' 
AQB =| "ES jJ! al AES 
FÆLARB]=[ABẸQI]=[AB]=[A][B]. 
TES HBA V —DV ,iB€DA € GLUO ,BILDA]— LAQCDA)]. X 
[AIL A] = [AD (HA) = (BAI 
FARE PAA A EBB LAJ=1,VAEGLCR), KK,(R)=1 为 平凡 群 。 
ib FY GEAR XT x PH R, K.(R)=1 也 是 平凡 的 。 (ULL Rosenberg, 1994 ]) 
这 里 不 再 介绍 其 证 明 。 因 为 以 后 将 更 容易 地 证 明 : 任 何 有 限 域 >, 的 K, BÉ 
都 是 平凡 的 。 它 们 作为 K: 群 平凡 的 例子 已 足够 丰富 了 。 
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3 12 K, 群 与 K; 群 的 同调 刻画 


Bt G 为 任 一 群 (运算 为 乘法 ), 则 有 整 群 环 ( 也 是 世代 数 ) 
-G = (Zn8, |n; € Zg, € G} 


为 简化 记号 ,本 节 中 的 , 均 表示 有 限 和 >。2G 的 加 法 、 乘 法 为 (其 中 的 


m, ,n; 可 为 0) 
Zm;g;--F2£àXnj;g,-- Bm; +7n,)g,3 
(Em,g,)Zn,g,) = X onn, (ggj)., 
于 是 有 环 同 态 
ts. — 2G. 
nt ne ,其 中 e 为 C 的 单位 元 ( 常 记 ne 为 n,le 为 1) 
€;.G—~> _, 
En,g; H Sn, 
在 上 述 同 态 下 ,ZG CM ie BH nng; =T(nn,)g,) BEG HUGE 
素 作 基 的 自由 2- 模 ,ZE MORER A Eng n= (Sn, n), RERAWA 
出 :i mee e.a. 
id g= Kere=IG(8 1(2G) ,ZG WAR). WAM 中 的 正 合 列 


0+ g> 2G—>7 +0 (QD 

ETEA 2M PME GH BA BA AA ei — D BEM 中 一 般 地 不 是 可 
REAA- MH i TEMES). 

定义 12.1 $; Kere=g AZG 的 增 广 理想 (augmentation ideal), 

注意 到 2EPID, 自 由 丈 模 之 子 模 仍 为 自由 乏 模 可 知 gE Free; M, HX 
上 ,也 可 直接 证 明 更 强 的 下 述 结 果 : 

命题 12.1 设 G 为 群 ,gEG, 则 g 一 1€g(2G WS SEXO H 

Wzig—ligsée.ge€Gj 

为 gE Freee M ZH. 

证 显然 W 为 二 线性 无 关 的 。 只 需 再 证 W 生成 g. 

任 取 Se; g. WH g HEN Sn, =0. FR 

Zn,Cg; —1) = 2n,g, 
即 ,W 为 g 的 并 生成 系 。 故 W A ge FreesM WHE. [| 
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REO 当 G 为 自由 群 ,其 基 为 X 时 ,gEFreez 20,8 4E (x—1|lx€ XI 
COL] Suzuki,1982}), 

定义 12.2 dt G 为 群 , 记 

H,(G, —) = Torf CZ. 一) 
称 为 C 的 第 n RMAF. 4L V MC L9, ER H,CG, MD — Tor? C£ MD 
G 的 系数 在 M 中 的 第 nn 个 同调 群 ( 常 取 M=Z)。 记 

H'(G, —) = Ext; CZ, —) 
FK GM n 个 上 同调 函 子 ,对 YME nM, H” (G, M) — Ext; CZ, MD 
G 的 系数 在 M 中 的 第 ”个 上 同调 群 。 

这 些 都 是 常用 的 G 的 同调 不 变量 ( 见 [ 佟 文 廷 ,1998])。 本 节 中 我 们 只 
介绍 用 以 刻画 K, 群 、K; 群 的 同调 群 , 用 到 的 同调 工具 可 参看 [ 佟 ,1998]。 
先 证 明 一 条 关于 H (G. DK 3E, 

引 理 12.1 设 G 为 群 , 则 

H: (G, Z) ~ Hy (Gog) ~iQg 


H;(G,Z) — Hi(G,g) = Torf (Zsq). 
证 以 -C9 一 作用 于 (1), 由 长 正 合 列 定理 得 正 合 列 ( 其 中 3 为 连接 同 


d d 
aS) H: (.2,G2) > H, (G, 2) —> Hi (G, g) > Hi (6,2680) +H, (G, Z2) — 


H. (Gog) Hy (G, ZG) —H.(G,2)—0, HIG 为 投射 2G 模 知 , H (G. 
5G)=0.j=1,2. Fb H(G, DH, (Gig) =Tor® Cg, X 

Ho, (G,g) = = &) g 

H(G, D) 一 TOZ 一 


QE e, = Iz Qe AWER, Ime, — 25, 

(AC 的 自 同 态 或 为 同 构 或 为 零 同 态 ,因此 ,为 同 构 。 于 是 Kere. —0, H 
此 知道 有 正 合 列 

0-- Hi(G,2) — Hy (Gig) > 0 
AX 

H (GD = HG ~ZQq 口 

注 久 ”尽管 在 民 ) 中 ei== 了 ,但 一 般 地 ,i dE, 9 中 的 同 态 。 因 此 ,一 般 
Hh 不 是 投射 4G- 模 。 可 以 证 明 ; 当 |Gj 二 oo 且 |G| 在 R 中 可 道 时 ( 即 |G|€ 
R’), RE Pe M. H QEPrMNH QEP MAL Karpilovsky,1983]), 
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由 上 引 理 ,我们 可 证 Hi (G,Z) 3E E BI G Bj Abel 2G". BP 
命题 12.2 ix G 为 群 , 则 
Hi (GZ) z gc g/g — G" = G/[G.G] 

因此 ,(1) 若 GE=-G, 则 Hi (G,202G. (20G XSE E BEC H, (G2) 1 HE 
FLAN. 

证 由 引 理 12.1 知 , 只 需 证 

“@g=g/g œ~ G” 
LA — Qg 作用 于 (1) 得 正 合 列 
960g — ZG Cog D go 


(| 
9 


£Sg= (ZG Q9 g)/Imt = g/g 
又 由 命题 12.1 xl. Vezég€G.g-—1€g-Kere. FHA 
(zy — 1) —Cr—1) —Cy— D 
= (r—biy—-Degq.VvoycG 


由 此 知 


即 
cy — 1] = (x—1)+(y—1) mod g 
可 定义 群 同 态 
0:G > g/g, 
ge (g—-D+g 
由 
((g1.g8;:D— (gs; —D —-(g; —D 一 (8 一 1 一 (8 一 1) 十 时 
= g = 0 mod g 
知 ,LC,CjJCKerl0。 于 是 0 诱导 出 满 同 态 
6:G" g/g 
glG.G]} (g— D og 
下 面 证 BT BY AT 
事实 上 ,定义 Abel 群 同 态 
q:ig-- G” 
g —1 > gLG,G] 
注意 VuEg， 


u= Emnj(z,— 1)(y,— D 
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= Ema;[Gi;y;— D — Gi; — D —- G; — D] 
gD = | [Eey J” CGG] & [G.G] 
则 知 g CKerg. FE 2 诱导 出 同 态 
qig/g >G” 
可 直接 验证 :08= Ip» ,09 二 1 2. MOAR. L.] 
由 命题 12. 2 立 得 K, 群 的 下 述 同调 刻画 。 
定理 12.1 VRC-ing, 
K,(R) = GL(R)” œ Hi (GL(R),Z) 
下 面 再 来 讨论 K: 和 群 的 同调 刻画 。 
如 众 周知 ,对 任意 的 Abel # A.A 的 自 同 态 集 EndA( 即 EndzA ) 按 下 
面 定义 的 运算 ( 设 A 为 乘法 群 , 加 法 群 可 类 似 地 定义 ) 
(a) (a) = a(Bla)) 
(a+-B(a)=a(a)Bla), Va,B€ EndA.a € A 
(a— Pla) = aCa)BCa) ` 
成 一 环 , 且 使 AE Em, SYOUAD. WEE BF G FE BE I] 
0;G -> AutACA 的 自 同 构 群 ) 
规定 ga=o(g)a.V g€ G.a € AA HGCF 00 10H AEM. oG) 
—1, 时 称 G 平凡 作用 于 A。 由 于 o 必 诱 导 ( 可 开拓 为 ) 一 个 环 同 态 o :2C 一 
EndA fi o'|;—6, Ate AE c, 9t 4l ACM. RK. AACA ME 
& o 保持 可 道 元 对 应 , 邑 o (2G)° C AutA, Tfi GC CZG0^ ,于 是 A€ G3, 
E] Jl. T ELA D 4,390 — 5:32. FRA 
引 理 12.2 设 G 为 群 ,A 为 Abel 群 , 则 对 任意 的 群 同 态 o:G— AutA, 
AE M= M. 
由 上 节 命 题 11. 1 及 证 明 中 的 (b) ,我 们 已 经 得 到 
命题 12.3 iG 为 任 一 群 . 则 
CD 必 有 和 群 的 自由 表现 ( 群 同 态 正 合 列 ) 


| -> R ->= F—>G >l, (2) 
其 中 下 为 自由 群 (比如 可 取 为 以 G 的 生成 系 作 基 的 自由 群 ) 且 LF,R]<F; 
(2) S E, - F/LF.R].x 诱导 的 群 满 同 态 91:E1 一 G 宇 F/R, 则 (Ei, 9) 
Ec. e(G) ; 
(3) & E-[F,FJ/LF.R].o— 9 le 0] 34 G KEE (E.G) € u.c. e 
(G), 
不 难 证 明 如 下 结 


代数 天理 论 


命题 12.4 设 G 为 完全 群 , 则 在 命题 12. 3 的 记号 下 ,G 的 泛 中 心 扩张 
(E. ZEE 
Kerg= GULF, FD/LF.R] 
证 注意 G 的 泛 中 心 扩张 在 同 构 意义 下 是 惟一 的 ,由 标准 同 态 
[F.F]/[F,R]-E Z F/R=G 


RIIS UE . [] 

EQ 泛 中 心 扩 张 是 1904 年 首次 由 J. Schur( 对 有 限 群 ) 引 进 的 ,因此 
A EXKORÜQILF.F D/LF.R]3j G 的 Schur RY (multiplier). 

下 面 为 证 明 本 节 的 另 一 个 关键 性 结果 一 Hopf 公式 (H. Hopf, 1894 — 
1971), 先 证 几 条 引 理 。 

引 理 12.3 设 群 G 的 自由 表现 为 (2) 中 所 示 , 则 

L CR" œ R/gR = R/LF.R] 

其 中 g 为 2G 的 增 广 理想 ( 即 (1) 中 的 Kere)， 

证 由 于 R”E-G, 由 引 理 12.2 知 R” € 4,80, LUE IE Gr BF — COR 
作用 于 (1) 得 正 合 列 


JQR” —+2G COR" — IQR” —0 

(| 

R”! 

由 此 知 

POR" R^ /Imr = R^ /gR^ 
= (R/LR, R D /CgR/LR.R ]) = R/gR (3) 
ft G 的 自由 表现 (2) 中 ,YgEG, 必 有 fEF 使 x(f) 一 g, 而 由 命题 12. 1 Xl 
r€R 


“— ({(g—1) R,R 42 
gR (Cg rL l.2.:eG 
_ ER 
= ({ (g — 1) r ) 
{Cg "lap eG 


取 引 理 12. 2 之 推 证 中 的 o X GE EE RI Foo:G> AuR” fli olg) € AuR” ,而 6 
(g)( 门 一方 广 :( 这 里 的 fer ' (OCF. BM a fp=2). Fo AI f] S 
0 ZG — EndR” 
则 R Es MGHw o). TEH 
a(g—D(r)= (6g) —oleg)) Cr) = frf (erle ) 
= frf r RR) € LF.RI/LR.R| 
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gR/LR.R] = R” = gR"[ F,R/LR.R] 
因此 gR—LF.RJ. $k 
> QR" R/R ~ R/CF.R] E 
由 引 理 12. 1 E Al H(G, 0 —Hi (g2). HF H(G, 2): MER g 
的 Pa, M 分解 ,为 此 再 证 
引 理 12.4 在 (2) 中 记号 下 , 令 


0 — 4 — ZF +> Z > 0 (4) 
K 4 9 正 合 列 ( 有 为 -下 的 增 广 理想 ) Suppe 正 合 列 
ab Fi F — g -> 5 
0 —> R Ee C9 7 —> g -> 0 (5) 


证 AGO- GEREBI CO MGE DOA. BS IE AG PUE E 
知 , 有 正 合 列 
Tor? (7G. FF) 一 =Tort CG. > 280) F> IG QC FG HO 
| FEP M dre 1 TEC 
0 R^ 


0 ——-g-——9ZG +> —0 


只 需 证 上 图 中 的 中 ,加 即 可 。 
由:G 的 自由 表现 (2) 中 的 r: F-G 诱导 出 环 同 态 
r, F —» ZG 
En,f, > Inn f.) 
由 此 知 -G Az WRIA RK E BUZG KREZA., Mew’ SF. dE 
Fle AEA, MRSA ENA Vee, 
(Sn, f n = (En;)n = (XninCf;))n 


GO = TT 
; 


©: 由 (2) 中 的 RI4F 知 下 可 写成 R 的 ( 左 ) 陪 集 之 直 并 
F= USR, 广 E 开 ,可 取 了 使 | 了 |=|G1， 


对 任意 的 jEJ,-F 中 f,R: 生成 的 (f,R)z 二 2R。 因 此 
F xR € Freez M 


于 是 VXCA B F-IS84 EYER ER. Th 
1 二 1G| 又 知 


因此 


-Q-F>-@(D-R) =@ - ~ G, 
QX-—-QFOX-.GQox. 
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因此 
Tor (..X) = Tor? (2G,X) 
特别 地 ,由 命题 12.2 又 得 
Tor (ZG ,2) œ Torf (2,2) œ R^ [ 
命题 12.5 (Hopf 公式 ) iz G 为 群 ， 
)p—R—F—G—1 
为 G 的 自由 表现 ( 即 上 列 为 正 合 列 ,其 中 下 为 自由 群 ), 则 
H;(G,Z) = (R N LF,FD/LF.R]. 
因此 右 端 与 下 的 选取 无 关 ，。 
证 以 -CHER T SIE 12. 4 所 得 的 正 合 列 
0— R” > EG Q F -> g— 0 
由 长 正 合 列 定理 得 正 合 列 
Tor (Z, ZG C9 3) -> Torf (2 ,9) 


A 
> ZOR” — zZ Q9 -G CO 


由 -GE Ps 观 及 下 为 自由 群 所 决定 的 了 E Free; M HM, ZGQFE Pa M, A 
此 Tori! C, IGOA —0, X. H5] BE 12. 1 知 Tor (2,9) — H5 €G, 20. Hl 
FH 12.3 HI. COR" —R/LF.R]. 再 由 命题 12. 2 X 


2 OG OF= 7 G9 F~ F” 


H: (G, Z) ~ Kerà = (RQ LF,F D/LF.R] C] 
由 命题 12. 4 与 命题 12. 5 立 得 
命题 12.6 设 G 为 完全 群 , 则 G 的 泛 中 心 扩张 之 核 同 构 于 HO... 
最 后 由 K;(R) 为 E(R) 的 泛 中 心 扩 张 之 核 得 K: CORO B9 ENA Za iil 
定理 12.2 it RC Zing, Mi 

K: (R) ~ H,(E(R),2) 
由 命题 12.2 知 , 事 实 上 ,我 们 已 证 出 ;VRE Xing, Hi (St(R).2)=1, 
H, (E(R),2)=1., 

由 Ki(R),K;(R) 的 定义 ,我 们 已 知 有 群 正 合 列 


$i 
IK, (R)>St (R)—>GL (R)->K, (R)> 1 


$ AA 


ECR) 


故 
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对 由 Quillen 的 高 阶 KK- 理 论 , 用 分 类 空间 定义 的 KK;(R) 亦 有 相应 的 结果 : 
K: (R) ~ H;(St(R).2) 
这 是 1973 年 S. M. Gersten 在 Proc. Amer. Math. Soc. 366—368 发 表 的 。 
此 外 ,又 可 证 明 : 有 和 群 的 满 同 态 
K,(R) >H (GEL(R) ,二 ) ， 
K,(R) »H;(E(R),Z), 
K,(R) »H,(St(R).2). 
(9. Berrick, 1982], L8] (£185 .1987]). 
回顾 一 下 上 同调 泛 系 数 定理 ( 见 [ 佟 文 廷 .1998]): 设 R 为 右 遗 传 环 ( 即 
rDORO Sz). CC. d) NR SU RRR E AEM. WAT BEA (Ca At 
未 必 自 然 ) 


A 
0 -> Ext\(H, (7),A) 一 > H"(Homx CZ,A)) 


-一 > Hom; H, CZ),A) — 0, Vn. 
其 中 4,x 都 是 自然 的 。 

将 此 定理 用 于 群 G, 注 意 H, (G, I) — Tor" (2Z,Z) 为 Z 的 ZG- 模 ( 删 项 ) 
BUM Ir 8E 24e — Q9 作用 下 得 到 的 复 形 2 和 692 的 同调 。 TYCO2 显然 为 投 
HRR. = 当然 为 遗传 环 ,于 是 对 任意 Abel 群 A( 即 A € 2970 , 施 以 平 
几 的 GG 作用 ( 即 取 6o:G->AutA AE JUBS FB] 10000 — D, TEE TE B] Z- € 
BE HZI CAH Abel 群 ) 即 得 ; 

命题 12.7 (和 群 的 上 同调 证 系数 定理 ) 设 G 为 群 ,4 为 Abel 群 ,A 
EI FEAL 人 作用 定义 , 则 有 可 和 裂 的 短 正 合 列 

0 Exth(H,_,(G,Z),A) 
— H"(G,A) — Hom, (H,(G,Z),A) —0, Vn 
Ajith, H?(G,A)=0, V AE x MSG” € Freee M H H(G,20 20, 

可 以 证 明 : 以 A 为 核 的 G 之 中 心 扩张 ( 按 交 换 图 定义 的 ) 同 构 类 , 按 
Bear 和 (YE p), (E599) € c. e(G),E— E; XE, = {le se) € E, X E; | 
pi lei) =p: le) RACE p) E: of] Bear 和) 成 一 与 H:(G,A) 同 构 
的 Abel 群 。 平 凡 的 中 心 扩 张 对 应 其 单位 元 ( 零 元 ) 。 因 此 ,以 A 为 核 的 G 
的 中 心 扩张 都 平凡 (可 裂 ) 人 HG,A)= 王 0( 对 乘法 群 二 1)。 注 意 , 当 ce(CG) 
都 平 几 时 ,Y AE ~G 都 可 作为 G 的 某 一 中 心 扩张 的 核 , 于 是 ,G 无 非 平凡 
的 中 心 扩张 全 HG,A)=0,VYAEAG。 再 由 命题 11. 1(2) ,命题 12. 2(2) 
及 命题 12.7, 即 得 如 下 的 有 趣 结果 。 

推论 12.1 iU OE. Q9 Ec.e(G), 则 


代数 下 理论 


(E,po) € u.c.e(G)O) Hi CE,Z) ~ HiGE,Z) 
= 0( 对 乘法 群 记 为 “= 1”) 
由 此 ,我 们 又 有 如 下 结果 ; VRE Ring. H; (St(R), Z) — Hi (SR), Z) 
—], 


$13 Ki; 8EG—0,1,2) X T aEInI 
极限 的 连续 性 


本 节 中 不 要 求 读 者 通晓 正 向 极限 的 理论 。 先 回顾 一 下 偏 序 集 的 概念 
以 方便 读者 

定义 13.1 设 S 为 一 集合 且 对 二 元 关系 人 满足: 

(OQ) Vx€S,crxr (BRE); 

(O.) Vxr.y,zC€ S,rxy 有 yz 时 ,Xz (可 传 性 ); 

(O;) VYzyyES,z 委 y 且 >y 委 工时 ,z 一 yy (反对 称 性 )， 
则 称 S Hy ia FF f& (poset. partially ordered set) ,或 拟 序 集 (quasi-ordered 
set), 只 要 求 满 足 (O, D, CO, BEER S OS m PR (preordered set)。 若 偏 序 集 
S 又 满足 

(O) Vx,y€S.,rxLy m yxx CAE), 
WRK S Jj Fr f& (totally ordered set) ,或 说 S E REF., GRRE SX 
Æ 

(0; Vz,yvES bA zE Srs: H ys: ARE), 
则 称 S 为 正 向 集 (directed set, direct set), 

例 1 全 序 集 都 是 正 癌 集 (注意 (0,) 过 (0O;))。 

良 序 集 ( 任 一 非 空 子 集 都 有 最 小 元 的 侦 序 集 ) 关 于 其 反 序 (z 委 y 变 成 y 
魏 ”z) 为 正 向 集 。 

格 ( 任 二 元 素 都 有 最 小 上 界 与 最 大 下 界 的 偏 序 集 ) 都 是 正 同 集 。 

例 2 集合 S 子 集 的 集合 对 包含 关系 成 偏 序 集 ,也 是 正 向 集 。 

定义 13.2 设 A 为 偏 序 集 ,为 一 个 范畴 , 记 
647 (M; € €IAC A, VAL, 6 PAH fa: M,—M, 使 f,=1, 
fufa mfn. WAU AB YEAS M, fa =F 
PRA ¢ YEA 上 的 一 个 正 向 系 (direct system), 

HOD REH t ORS, AG. 2M, Ring, Set AE 65 BD ,Top( 拓 扑 空间 范 
BE SE. AKI XAA Rotman,1979 D RER A 为 预 序 集 来 定义 正 向 系 ( 不 
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要 求 4 满足 0,, 仍 可 证 对 s 台 等 范畴 下 面 的 lim 存 在 )。 
定义 13.3 设 7={M,fi}) 与 二 {Mi,fi} 都 是 《在 A 上 的 正 向 系 。 
定义 9:F>F 为 {9:M>M| Sapi = Paf a . V Axiuj CB 


c 
M, —— Mj 


i | |^ 


M, ——-M, 
n ——> My 


"m 


为 交换 图 )。 当 XE (Ob, OW oi X Hlp: Mi XI o, = puf a VAR) 
C Bj 


M,—— X 


ul 


Ma 


ASCHRA). WREX, 9) AG ML IZ TERR HER Y € €, 4 7Y, OA E&Y 
ABI h: XY 使 办 三 Ap ， VACA, Rj 


为 交换 图 , 则 记 XSM. =limM,, HERK X X 9 BIE I] SR BR (direct limit) 3 
EAR BR Ceolimi , tH ER A BY aR BR (injective limit), 

我 们 先 证 明 一 个 常用 的 结果 。 

命题 13.1. ix f= -GopM, So, Zing setle( RARER), F={M,, 
fahe N € "PRETI JR «A AIEMR, WlimM, 存在 且 在 同 构 意义 下 是 惟一 
的 。 

证 (OD 设 =r M G= M AHRR). 

WIM: he t HY BSF CA FB 6 IF) 


X 一 UM, 
eA 
4 i Moe X 为 标准 单 射 。 在 六 上 定义 关系 “==”: VxE Mi,yE M, zm 


= 有 vE A 使 4 人 ,Assy 且 f(x)= f(y)。 容易 看 出 “三 ”为 等 价 关 系 。 因此 
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可 将 分 划 为 等 价 类 的 并 , 记 X 关于 “三 ”的 商 集 ( 等 价 类 集 ) 为 
M. = X/ = 
将 rE M, 所 在 的 等 价 类 (有 了 时 记 为 limz) 记 为 ,YX,yEM, 必 有 a,BEA 
fi x € M,,yE Ma, 但 A 为 正 向 集 , 必 有 7 使 a,B<Y。 因 此 fy GO fp Oo € 
M, 定义 
r+y= fQGO + fe 
YrER,ÆX 
T = TE 
容易 验 知 M. ErM, Hih EENAA SET p: MM } 满 足 正 向 极限 的 
各 条 件 , 于 是 limM; 存在 ,其 同 构 惟 一 性 用 常规 证 法 即 可 得 出 。 
(2) 设 C=-=ing(RAlg 同 理 可 证 ), 仿 (1) 进 行 , 只 需 再 仿 (1) 定 义 
rey = fax) fey) 
即 可 。 口 
83. ,9t 的 直 和 -LAM, s lira M, 的 特例 ( 按 部 分 直 和 与 包含 关系 取 正 
同系 。 比 如 
M CMM CM (DM 中 AM T) 
U U 
M, C M; @ M, 
但 对 Sing, 标 准 单 射 LR, DR LR 不 保持 单位 元 ,因而 不 是 环 同 态 


( 即 ,不 是 >ing rh BIS AD BEL LR, 不 是 范畴 意义 下 的 直 和 ,通常 不 能 构 
成 正 向 系 ,比如 (p,q) 一 1 时 (2,,2,) 的 正 向 系 不 存在 , 正 向 极限 也 不 存在 。 
例 4 + 中 的 对 象 升 链 (这 里 设 为 具体 范畴 , 即 一 切 对 象 都 是 集合 ) 
M CM CM; C» 
总 存在 正 向 极限 目 为 jimM — UM, 。 过 去 我 们 多 次 用 过 的 


GL(R) = limGL,(R) =U GL,(R) 
n=1 
ECR) = limE,(R) = U E,(R) 
n=l 
SL(R) = limSL,(R) = U SL, (R) (R 为 交换 环 即 R € -Ring 时 ) 
n=] 


St) = ligSu Q0 = Ü St, (R) 
等 都 属 此 种 情况 ,这 就 是 我 们 常 称 它 们 为 “极限 ”的 缘故 。 
BIS E MC. IUBE RT ERU EGO UM 1XE A}, 按 包含 关系 给 
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th fid FF W A 为 正 同 集 ,4 生 4 时 记 包 含 映 射 ( 同 态 ) 为 

fu 一 2g :M, — M, 
MiM , fi) 为 正 向 系 , 且 limM; =M。 因 此 ,一 切 民 模 都 是 其 有 限 生成 子 模 
的 正 问 极限 。 

类 似 地 ,用 此 法 可 证 :任何 环 RE Xing 都 是 Noether 环 的 正 向 极限 。 
事实 上 ,2 ER PARR =Zir 为 R 的 极 小 子 环 。 取 {R;1XEA}) 为 R 的 在 
R。 上 作出 的 有 限 生 成 子 环 之 集合 (因而 R 都 是 Noether 环 ), 则 R=lim 
Ri. 

EQ TEHSAL Rotman.1979 D ; 

(D. liy: MM AIS BF ARF CO n] EH; 

(2) 对 偶 地 (通过 反 转 箭头 方向 ) 可 定义 反 向 集 , 反 向 系 与 反 向 极限 (in- 
verse limit)hm( 又 称 为 极限 或 投射 极限 ) 及 其 泛 性 质 。 为 证 其 存在 性 (因而 
为 存在 惟一 性 ) 只 需 对 CCB I DO FH HTL RMA fy.) BE [Ma , 取 其 子 模 

(ries [ASMA = f(x,)) 
对 偶 于 命题 13. 1 之 证 ,定义 等 价 关 系 忆 , 记 其 商 集 为 M- 。 证 明 它 具 有 1i 
IZ E Jot BN AN 
M^ = lim M, 
人 存在。 对 Xing 等 范畴 ,注意 标准 投射 Po: IM; 一 AM 仍 为 环 同 态 , 可 类 似 
证 明 ( 注 意 :对 >ing, 虽 常 将 “I” 记 为 “ 旬 ”, 但 这 是 直 积 而 不 是 直 和 1!) 

(3) (FG) FF BB eR TE. 9] F Slim CR A 为 正 向 集 ) 可 交换 ,G 

HP CRI 4 为 反 向 集 ) 可 交换 。 比 如 ,(B@ 一 ,Homa(B, 一 )) 为 伴随 函 


子 对 ,因而 ,B@ 一 与 litp 可 交换 Home (B, — 5 limp, 

由 上 面 的 (2) 立 得 命题 13. 1 的 对 偶 命 题 。 

命题 13.1” 设 C= AG RM, G, Ring pAlg, F= (Mi fahe UN € PHI 
反 向 系 且 A DS Rime OM, 存在 且 在 同 构 意 义 下 是 惟一 的 。 

例 6 设 为 素数 ,A 二 {1,2,3,…)。 按 标准 同 态 有 >ing 中 的 反 向 系 


L, 4 Z2 o o «— tee 
a p — pb 'p 


此 时 


lim = 一 -一 一 ! 
P o 二 一 Lp) = (Ca, +d? 33 yee) | a, € a yl sa, = àj-| mod p ) 


Bll p-adic 整数 环 , 其 加 、 乘 运算 按 分 量 各 自 进行 加 、 乘 。 


更 一 般 地 , 设 RE zing, IR, Ml 
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R/I < R/F —R/P < 
Wing "PÉS m] AA 
lim R/T = R; 
称 为 RR 的 1-adic R., HERH MEM 有 反 向 系 M/IM-M/ FM- 
-ER 
limM/ IM 
为 M 的 I-adic 完备 化 。 在 赋值 论 与 代数 几何 及 其 他 一 些 相关 学 科 中 都 是 
有 用 的 工具 。 
注 轩 “对 < 一 路, 一 般 地 ,为 左 正 合 但 非 正 合 函 子 ( 见 下 例 )。 
例 7 考察 行 正 合 交换 图 
vp vp VP 
0 -一 > 二 -一 > 了 一 > 二 -一 >0 


yp vp YP 


ráme 


YP Vp P 


— 7 _ 4 
0 —_ y —— 一 一 一 Lon »O0 


a” - p 


其 中 (n,p) = 二 1, 一 > 表示 乘 x 所 得 的 > 路 一 4G 同 态 , 各 列 均 为 反 向 系 。 左 
边 两 列 的 反 回 极限 为 0, 但 右 列 的 箭头 都 是 同 构 , 因 此 右 列 的 反 回 极限 为 
Z, FR 
0—0—Z, 
EA. (0-2, RR FS sdb e n T EA AT. 
数 ) 。 可 以 验证 ， 
pi: A>AQB pı: B~ASB 
R R 3 _ fb 司 态 ; 

rhag] MEET 均 为 R- 代 数 同 态 

(2) 对 任意 的 RRRS f :AQB>C,g= fpr :A>C 5 h = fp: : B> 
C 均 为 R- 代 数 同 态 ; 

(3) 对 任意 的 尺 代 数 同 态 g :A 一 C 与 h:B 一 C 必 有 惟一 的 R- 代 数 同 态 
f:A@B 一 C( 即 f(rQOy)= 二 g(x)h(y)) 使 下 页 的 图 为 交换 图 。 
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因此 ,给 出 RRRS f£: AQB>C 相当 于 给 出 一 对 R- 代 数 同 态 g :A 一 C， 
h:B~C。 由 此 , 知 AQB 为 A,B 在 x£lg 中 的 直 和 (特殊 的 正 向 极限 )。 
现在 证 明 Ko 群 在 正 向 极限 下 的 连续 性 。 

定理 13.1 设 {R,, fa: R. 一 Roya<pa,6E4)} 为 Ring 中 的 正 向 系 ,4 
为 正 向 集 , 则 

Ko (limR,) ~ limK, CR.) 
证 由 Ko WAFER RT AK, 将 <ing 中 的 交换 图 变 为 人 G 中 的 交换 图 
且 保 持 恒 等 态 射 对 应 。 因 此 
(Ko RO s Ko (fa ) :Ko (Ra) — Ko (Rg) sa x Ba. € A) 
HEG 中 的 正 向 系 。 由 命题 13.1 知 必 有 惟一 ( 同 构 意 义 下 ) 的 正 向 极限 lim 
Ko CR.) 。 再 由 正四 极限 的 证 性 质 知 , 必 有 (标准 ) 群 同 态 
f:limK, (R,) — K, ClimR.) 
下 证 f 为 群 同 构 即 可 ，。 | 

先 证 SARAS. Ai kid S ia R-limR.. AK, PERI EEEL 
32), ER p^ —p€ ldem(R), N p€ R""" B. p PRAARTAR 中 的 非 零 
元 。 于 是 由 JEMA, VA YEA fii p € Im(Idem(R,)~Idem(R)) ,但 
在 Ko CR), [Cp] € Im(Ko (Ry) K, (R))。 因 此 由 交换 图 

K, (Ry) Ky CR) 
v9, Af 
limK, CR.) 
RIL p]E ImCimK, CRO--K, CR) —Imf, Wit eH 1.1 之 证 可 知 K,(R)= 
(Lp]—Le]lp,qEldem(R)}. Ak f HRA. 

再 证 /为 单 同 态 , 任 取 xe Kerf, BI f(x)==0€ K,(R)。 仿 上 面 的 交换 
图 知 必 有 oe A fre K, (R.A x=[pl—[e],p’ = pg =qE Idem(R,), 
于 是 在 K CR) 中 f(lLpDd=fUe). HS’ 2 MHA ACGL(R) fH ApA = 
9; 因 此 必 有 YEA, Yee B felo] HOEK (R,). FH HARA 
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f» 
K, (R,)-——K, CR, ) 


Y 9, KP, 
limK, (R, ) 
知 z—0€limK, (R.). Bl f 为 单 同 态 。 L] 


下 面 举 一 例子 说 明 由 上 述 定理 可 给 出 一 个 单 环 尺 使 KR) € f. g. 2M 
=f. g. AG. BREF Ko BECK, 群 ) 的 有 限 生成 性 是 代数 下 -理论 中 的 
一 个 重要 问题 。 因 为 知道 了 开 , 群 的 有 限 生成 系 有 助 于 用 有 限 生成 A bel BE 
的 基本 定理 判断 K, 群 的 结构 。 

po WF AM, 


rl nl 
x2 


f, FP EN F 
a (^ ) 
A 


在 f,TERHT.Vp —bpEF' .pl--L00p]-2[ pl). 
jid R=lim(F’ ^U =R,.f,). H 


n+l rl 


K (F) ~K AOS Za K (F V ) 
Al 
2 2 2 
Ky (R) = lim(Z — Z —» Z—> +) 一 zE 


EEF O 为 单 环 ,R 也 必 为 单 环 , RRE, YrER, VE m21 rE 
FCU ,但 FY“*” 为 单 环 ,于 是 x 生成 的 理想 (x) 二 0 或 (rz) 二 F*”“*”。 由 此 
知 ,在 R 距 生成 的 理想 (x) 二 0 或 (x) 二 RR。 因此 RR 为 单 环 ,而 显然 2[ 三] 


& f. gz Ws 
下 面 给 出 K 群 与 K; 群 在 正 向 极限 下 的 连续 性 ,它们 的 证 明 都 可 仿 定 
HE 13. 1 之 证 给 出 。 
定理 13.2 设 (RR fa: R,— Rs, oxcf,a, BC AV Ting 中 的 正 向 系 ,A 
为 正 癌 集 , 则 
K, (limR,) ~ limK, (R.) 
定理 13.3. 设 {R,, fa: Rs >Re, ost, a. BEA) H Zing 中 的 正 向 系 ,A 
为 正 向 集 , 则 
K: (limR,) ~ limK, (R.) 
事实 上 可 证 : 群 的 同调 函 子 H, 与 lim 可 交换 , 即 , 对 G 中 的 正 向 系 {G,， 
Ja 1G. —G, ,aszB.a, BC Aj, 
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H, ClimG, , M) = limH,(G.,M), VM €M 
(这 里 的 G=limG.), A M=Z,G=GL(R.), h ETEM 12. 1 即 得 定理 
13.2, Æ M=.,G,=E(R,). FH 12. 2 即 得 定理 13. 3, 


TO K, 群 (一 0,1,2) 与 1m 无 类 似 于 定理 13. 1, EM 13. 2 ,定理 13. 


3 的 结果 ,这 由 以 后 将 介绍 的 关于 拉 回 图 的 KK; 群 正 合 列 即 知 。 

下 面 就 * 叫 (对 此 范畴 只 要 求 A 为 预 序 集 即 可 证 lim, jim 存在 , 见 [Rot- 
man,1979]。 容 易 看 出 (由 定理 13. 1 ZWE), FE A 11) 的 拉 回 图 对 <ing 
也 成 立 ) ,说 明 推 出 (pushout) 图 给 出 正 向 系 , 因 此 推出 图 为 正 向 极限 的 特 
例 。 而 拉 回 (pullback) 图 为 给 出 反 向 系 , 因 而 拉 回 图 为 反 向 极限 的 特例 。 


例 10 

A —B 

gyi (1) 
C 

Arm PREM AR. fETETE— CI] 4 3X& X. POW D. 5S jij 使 
A Í B 
Hu [^ (1)’ 
C D 


为 交换 图 , 且 具 有 泛 性 质 : Yj: BD, j:C >D. E j =j g, MOAR 
I h: D> D' fi hj, =j, i=1,2, FECI 为 (1) 的 推出 (图 ), 也 称 为 纤维 和 (上 
ED. FKE D=lim(1). 

如 果 g=0, 0] Cokerf— D, AE Coker 事实 上 是 推出 的 特例 ,而 推出 
又 是 正 向 极限 的 特例 。 


例 11 
B 
“vif (2) 
C— A 
B 
Hr M sing 中 的 反 向 系 。 因 此 存在 惟一 的 口 与 j, ,js 使 
p——_+B 
ja Y "yf (2)' 
C A 


& 
Ay ACH AAAI HM: Yj: D >B, j: D>C, VAE H hi D'—D 使 
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jhej.d-12.G&O X OBS). 事实 上 D- limo», 
在 g=0 时 .,Kerf=D, 因此 Ker 事实 上 为 拉 回 的 特例 ,而 拉 回 又 是 反 
加 极限 的 特例 。 
拉 回 的 应 用 更 广 , 也 称 为 纤维 积 (fiber product) (B,C 在 A 上 的 纤维 
TF) zy Descartes 7; (El) . 
Xf Ring Gf 16 880 Ce Mt D; to AB BY ub: EBM BA i RS.j 1.2 
的 拉 回 (纤维 积 ,Descartes 方 ) 存 在 (因而 在 同 构 意 义 下 惟一 ) 。 而 且 可 具体 
构 作 如 下 : 
在 R DR, 中 取 
T= (Crore) EROR: | fitr) fin! 
PR T HRR: HTH. > 
8; = pj |r, 
其 中 p,:R,DR.>R, 为 标准 环 同 态 (pj Gi 02 =2,,j=1,2) WAH 
T 一 一 >R, 
g: Y * | V f 
R, S 


即 环 TARR, 在 3 上 的 (关于 f fh WAR. BRP BUD © g 
单 ( 满 ) A 单 ( 满 ) S gs 单 ( 满 ) ,这 是 后 文 常用 的 Descartes 方 图 。 
例 12 VRC3iing.I; 4 R.j—1,2, BU ETT [8] zs 
f;:R/I, > R/U, +1.) =S 
gj:T = R/I f) E — RII, 


则 有 拉 回 图 
R/hnl —2— ww R/T, 


| ub 


R/T, f R/(I,+ L) 


此 例 可 看 成 是 下 述 (n 二 2 时 ) 中 国 剩余 定理 (CRT，Chinese Remainder 
Theorem) 的 推广 . 
设 RE Ting, I, 4R,j==1,2,…,n。 且 1 十]; 二 R, Yi 关 j, 则 有 标准 环 
S MES 
¢:R —R/I, Bs CO RII, 
rir-4l.s.r-ol1, 


H Kerg= (M, Bist R/ d L5 R/LQ--R/L. 
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当 R=2Z,1,=(m;) 4 4,(m;,m,)=1, ViiFy 时 ,对 任意 的 bE€ZL,J=1, 
2,…,n 同 余 方程 组 


x = b;(mod m,), j= 1.,2,:-.n 


必 有 解 。 且 在 mod m 意义 下 惟一 ,其 中 m=m "m, (m= f n), 

注 CRT AE) IBEX HERA BY WL Hungerford, 1980]), Bl XE ang 
中 的 CRT: LIR R€ Ang AER AM fie HI) RT +1,=R,V 7 
(RE Zing ht AYR), BL +1 R Vij, Wt R 中 任意 的 4b;,b,， 
b, D8 DER (fil 

b = b, Cmodl1,), p= 1,2,° 0 
H &K(mod LO- (1 L21&— BD 
R/T, (Vee OT, R/T OB DBR/T, 
由 此 可 知 , 当 RC Sing BY, 
K,COGR/I, Qo fY L2 œK: (R/L) 
Qe ORKOG/L), 1=0,1,2 
特别 地 ,(a) 34 I, € MaxR.j —1,2,*- ,n, RE CZ Ring 时 
KR/L Qe (1 Lo) = Ko (R/T, d,) = Z" 
Ki (R/T, (13*- (1 L2 = Ki(R/Hu*-L) 
= (R/L Q-- QR/LYzQG/IE-L»y 

(b) 24 R ARBCBGR F 中 的 代数 整 元 环 Or 时 ,由 引 理 7.4 已 知 OF/M 
为 有 限 域 。 这 里 ME Max Os 。 以 后 将 证 ;有 限 域 的 K. 群 都 是 平凡 的 。 因 
此 有 : 设 R=O; I; E€ MaxR,j=1,2, 0 

KOL Oe AT) =1. 


$14. 天。 群 与 拓扑 K? 群 一 一 
代数 -理论 与 拓扑 人 -理论 的 一 个 联系 


二 十 世纪 三 十 年 代 在 微分 流 形 的 同年 不 变量 的 研究 中 出 现 了 纤维 丛 的 
思想 , 它 是 拓扑 积 的 自然 推广 。 它 的 第 一 个 一 般 性 的 定义 是 H. Whitney 于 
1937 年 给 出 的 ,H. Hopf 5j E. Stiefel 也 作出 早期 的 草 基 性 工作 。 四 十 年 代 
陈省身 (S. S. Chen) 等 发 展 了 这 种 理论 ,在 示 性 数理 论 中 作出 了 重要 的 工 
作 。 现 在 ,纤维 从 理论 不 但 在 几何 学 、 拓 扑 学 中 已 占有 重要 地 位 ,而 且 在 分 
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析 学 及 物理 学 中 的 规范 场 理 论 中 也 是 有 用 的 工具 之 一 ,五 十 年 代 后 ,特别 是 
六 十 年 代 , 纤 维 从 的 重要 特例 一 向 量 从 更 引起 代数 学 家 们 的 关注 与 研究 ( 参 
看 本 书 引 言 部 分 )。 

定义 14.1 设 E,B 为 拓扑 空间 ,p:E 一 B 为 连续 ( 满 ) 映 射 , 对 V6bEB， 
Bp (DN pb 点 的 纤维 (fibre), 目 称 (E,p,B) 为 B 上 的 一 个 从 (bun- 
dle). Æ p:E>B 又 满足 下 述 两 条 件 : 

(D VEB, pP "(5b)E 5 观 ( 域 或 除 环 下 上 的 模 ( 向 量 空间 ) ,事实 上 p 
(6) € f. g. Freep M; 

(2)《〈 局 部 平凡 性 ) V 5€ B SE JT BRU, Ej n — nO» fi f RH 

y:U, X F" = p^ (U,) 

H ARAE LXE DiE FA. WCE,» BA B 上 的 一 个 向 量 从 
(vector bundie) 也 称 为 局 部 有 限 向 量 丛 (locally finite vector bundle), E 5 
为 此 从 的 全 空间 ,B 称 为 此 从 的 基 空 间 ( 底 空间 ),p 称 为 此 从 的 从 投射 , 常 
记 ( 上 ,p,B)E ec(B) 或 EE Vec(B), BAHAR s: BE ff ps= 1g, W 
BK s 为 此 从 的 截面 (section), 记 为 ;ET(E),T(E) 叉 称 向 量 场 (vector 
field), 

BOE p, B). (E, p/ , B) € "ec(B) 可 定义 从 运算 ( 称 为 纤维 积 或 Whit- 
ney 和 ): 

EG E = {(e,e JEExE | ple) 
= p (GO) —*B, qlee’) = ple) = p Go) 


事实 上 是 

E’ 

yp Hite A 
E —>B 

b 
/ p? / 
EDE E 
Piy Vp 
E B bis Po 为 标准 投射 


Xe nf xg X CE, p, B) SCE' , 因 ,B) 间 的 丛 同 态 为 使 下 图 为 交换 图 的 连续 映射 
q;E—E, 
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由 此 可 记 [LEj 为 (E,p,B) 所 在 的 同 构 类 (与 加 相 容 )。B 上 全 体 向 量 从 的 同 
构 类 集合 仍 以 ”ec(B) 记 之 。 于 是 "ec(B) 为 Abel 半 群 ,其 群 的 完备 化 ( 见 
S 1) 称 为 ”ec(B) 或 B AY Grothendieck 群 (K- 群 ), 在 拓扑 上 常 记 为 K%(B)， 
K' (BR KCB). 4 F— hid KOCBO (“O” 3&zR “ IE 28 Corthogo- 
nal)”) ,下 = 二 时 也 记 为 KU(B)(“U” 表 “ 西 Cunitary)”) 。 
定义 14. 1 中 的 * 一 2 给 出 一 个 连续 秩 函 数 
rankg: B — X 
b H dimp™` (b) = n = n(b) 
3$ B 连通 时 ,ranks 2975 [E RAR, eate K- 群 定义 为 
RK};(B) = Ker(ranke:K%(B) > Z) 
[E] >n 
因此 对 连通 空间 , 约 化 K 群 成 为 可 代表 K 群 的 研究 对 象 。 
当 B 为 紧 致 Hausdor 红 空间 (定义 见 后 ) 时 , 记 C(B) 为 了 上 实 连续 本 
TU WA [BER B= MaxB, 5] Fi 8 4 中 局 部 化 方法 与 后 面 的 Swan 定理 将 
KE 定义 开拓 到 非 连通 的 紧 致 Hausdorff 空间 。 
注 四 XE, p, BD, (E, p, B) € ec(B), 通 过 对 每 一 点 bE€B 的 纤维 
b ” (5) 与 p UDCA EO WKB pp!) WX EE'( 可 验 
证 与 同 构 相 容 ) 使 “ec(B) 为 半 环 (与 环 相 比 ,不 要 求 满 足 环 中 对 “十 ”为 A- 
bel 群 只 要 求 为 Abel( 么 ) 半 和 群 );。 由 此 知 , 作 为 半 环 的 环 完备 化 ,K"(B) 为 
一 个 交换 环 ( 参 看 3 1, 注 Q@@)， 
对 任意 的 X,YETop( 拓 扑 空间 范畴 ) 与 连续 映射 P. XY. FOX. 
CCX) 表 示 一 切 连续 函数 g:X 一 F 所 成 的 交换 环 ( 运 算 十 , X 按 函数 十 ,X 的 
逐 点 定义 法 定义 )。 由 交换 图 


X y 


g =ef ^w Kg 
F 
4E X. CCC(OYO-—-COX0 fi C(g) —g' = 一 gf。 可 验 知 
C: Top > ZRing 


A — 7 RAE PF 
FEAR CE, p, YO) € ec(Y) 与 连续 映射 f;X 一 了 ,注意 对 Top, lima E f? 
在 。 用 拉 回 图 (更 广义 的 纤维 积 ) 
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P? 


f' (Y) E 
piv vp 
y— y 


其 中 

F* Y) =XxXyE= {(x,e) E XX E| f(x) = ple)} 
给 出 (f* CY) pi XE TeX), FH ,我 们 又 有 一 个 反 变 明子 Vi Top 
-G( 半 群 范畴 ) ,SRing( 半 环 范畴 ) 。 因 此 有 关于 函 子 的 交换 图 (其 中 G X 
AR RE SC BL ESE) AFR RRM BEE) MF): 


( 反 变 )V BE 
SG > AG 
Rin G “Rin 
( g) (R) ( g) 


这 里 ,自然 要 问 :对 什么 样 的 拓扑 空间 (Iop B 4T AREA Fe), PREC 
构 意 义 下 的 ) 交 换 图 。 


NUS Ring 
~~ CORE) 

K° (Ra) ~、 |x 

Ring 


1955 年 ,J. P. Serre 在 他 的 著名 论文 FAC({ Serre, 1955 |) HEAR T : Oy 84 
CARBO JE Ee EE AA 5j ae OT RRO SR AA a E A BRE RF — t 
的 。 事 实 上 ,他 证 明 出 : 取 Top 的 子 范畴 一 仿 射 (代数 ) 复 范畴 , 则 上 图 是 交 
换 的 。1962 Æ R. Swan 在 [Swan,1962]| 中 更 进一步 地 证 明了 ; 紧 致 Haus- 
dorff 空间 X 上 的 向 量 丛 范畴 等 价 于 CCX) 上 有 限 生成 投射 模范 畴 ,因此 
K°(X)=K, (C(X)), 即 对 Top 的 更 大 的 子 范 畴 CH( 紧 致 Hausdorff 空间 
范畴 ) ,上 图 是 交换 的 。 这 里 的 紧 致 (compact) 是 指 具 有 有 限 覆 盖 性 质 。 而 
X 为 Hausdorff 空间 是 指 : V p,g€X, 必 有 pp,g 的 开 令 域 U,,U, HU, NU, 
一 好 (可 分 离 性 ) 1984 Æ K. R. Goodearl 在 [Goodearl,1984] 又 将 Swan 
的 结果 (代数 与 拓扑 间 的 一 个 著名 桥梁 通道 ) 开 拓 到 仿 紧 (paracompact) 
Hausdorff 空间 上 的 有 限 型 向 量 从 。 仿 紧 是 指 局 部 有 限 开 覆盖 性 质 , 即 任 
给 X 的 一 个 开 履 盖 , 对 任意 的 EX, 必 有 z 的 开 邻 域 U. 使 与 此 开 覆 盖 的 
一 个 加 细 (refinement ,这 里 X 的 子 集 族 X OS T SEXE “的 加 细 是 指 ;:YV BE 
A AC ff BSA) 只 有 有 限 个 相交 ,这 是 由 1944 年 J. Dieudonné 提出 的 
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一 个 重要 概念 ,有 限 型 向 量 从 定义 见 后 。1986 年 ,L. N. Vaserstein 在 | Vas- 
erstein, 1986 又 将 Goodearl 的 结果 大 大 地 推进 到 一 般 的 拓扑 空间 上 的 有 
限 型 向 量 从 。 本 节 中 将 介绍 Vaserstein 结果 与 证 法 。 

先 从 具体 例子 人 手 ,介绍 有 关 概 念 与 基本 性 的 结果 。 

将 1 三 L0,1]( 闭 区 间 ) 通 过 粘 合 0,1 得 S (一 维 球面 , 即 圆 )。 

XEL0,1 DX ERR (OO 5020, Vx€z.f8 S XI), S! 上 
的 1 AEE AL qn] AA CX CF" PRA X. 上 关于 域 的 n 维 平凡 向 量 从 )。 若 对 
[0,1 X 7 烙 合 (0,x) 与 (1, 一 x), Vx € E, WI —* Mobius 带 ( 单 侧 曲 
H). KES 上 的 又 一 个 1 Bem BA, V x€[0.1  ZFHE p (a) = {a} X25 

记 

R=C(S') = (f € C[o.1]| foo) = f(1)) 

MRA CLo.1](00.1] EMER RRM WFR, id E=(E,p,S') HAE 
ES 上 的 平凡 向 量 丛 ) 或 Mobius #7, HAR Hig y DOE) £s: S! —El ps 
—Is )。 对 下 (E) 逐 点 式 ( 同 函数 ) 定 义 加 法 与 纯 量 乘法 ( 尺 乘 )， 

(sd- GI) = s(x) + tz), 

(rs (Ty = rlx)sCr). Yst ECE) re R=C(S'),reES 
则 使 POE € RM, 

C1) 对 圆柱 面 S! k=, Ae Beak 

Si >S'<x > 
x H (x ,x ) 
由 ps=Te Me =x。 因 此 截面 ;由 上 映射 
Si -> = 
x fbx” 
惟一 确定 。 但 (x,x)E€ESix= CR-CCOU. Bt 
DOS XxX) œ> RE f. g. Freer MBH 1) 
(2) 对 Mobius 带 (E,p,S'), 仿 上 知 , 作 为 Cf[0,1]j 的 子 环 ， 
ICE) = (s € C[0,1] | s(0) =— s(1)) 

由 连续 函数 性 质 知 必 有 xEL0,1j 使 s(x)= 二 0。 因 此 EE 的 任何 截面 S 都 在 
[0,1j] 上 有 等 点 。 下 面 来 证 : 

对 Mobius ##(E,p,S'), T(E) AESF 1 的 有 限 生成 投射 RR 模 ,但 非 
自由 R- 模 (因此 REPF), 

事实 上 , 取 第 二 个 Mobius 带 (E, , p, S) , Bii 

EE = {(e,e)E EXE, | ple) = p,(e,)) 
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是 粘贴 10, 1 | x? 的 (0,y,z) 与 (1, 一 y, 一 z) 而 得 ， V Cy.z)€ X, E, E, 可 
视 作 此 从 分 别 取 z= 二 0,y=0 时 的 能 人 。 由 


x , x 
COS — sin — 
T T 
det 一 1 关 0 
Xx 
一 Sin — cos 一 
T 


€ - m . x cr — 
All (cos — ,sin 7 sC—sin x cos 二 ) 为 < ZH. EMR 
r . T 
Spi (x cos —,sin —) 
E ° x T 


. xX XI 
So CT | (xm, — Sın 元 098 " 


则 s; ,ss A TEDE )E f. g. Free, 9t dE, TE 
PE) GIOE-—PFOEGEO-—R 

由 此 知 rank CE) —1 BH POE € f. g. PRM. 

R TCE) € FreegM, d RE ZRingCC IBN All POE) —R, (Arh El E 
的 截面 都 有 零点 ,于 是 VsET(E) ,rER,rs 在 [0,1] 上 也 有 零点 。 但 对 s;S! 
天 1( 即 s(S ) 王 1)5ER,s 无 零点 。 于 是 下 (E) 不 能 有 基 ,这 与 下 (E) 一 民 予 
盾 。 于 是 T(E) & Freer WM， 

事实 上 ,可 不 用 后 面 的 结果 而 直接 证 出 :S! 上 的 实 向 量 从 下 的 截面 集 
T(E)Et. g. PM, RH VMCf.g. PAR, BAS 上 的 实 向 量 从 玉 使 T(E) 二 
M( 作 为 R- 模 ) ,因此 K2CS')—K, (R) CE Abel 群 同 构 , 也 是 环 同 构 ) 。 

对 于 S 上 的 维 实 向 量 从 (纤维 都 同 构 于 RR" 89 SE Tel Hit A) $— E 一 > 


S! ,可 以 认为 E=[0,1]X2" 800.2) =(1.Ar) ,AEGL, (2), Wig, 
detA>0 时 ,6 一 X 圆 柱 面 (2 个 圆柱 面 之 积 ) LTOD C GO =R", 


detA<0 时 £— Mobius # X Cx 圆柱 面 ) ODDPODAMQR'U ,其 中 M 为 
Mobius 带 的 截面 集 。 
可 以 算出 (与 33 作 比较 ): 
K.(C(S')) — ZBZ; = ([CCS)],[CCSD —[M)]) 
为 介绍 Vaserstein 的 结果 , 先 给 出 
定义 14.2 it XC Top,£—(E, p, X) € "ecC X). #8 X SF —7,7, 
一 ( 实 四 元 数 体 ) 的 非 负 连续 函数 有 限 集 S— LA en FE 


(1) Ss, =1; 
j=l 
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(2) Ex € X| f, (2) 40) Cf, HEC) (support) CX 上 的 限制 为 
平凡 从 ,一 1 2，…，7， 

则 称 £y X 上 的 有 限 型 (finite type) 向 量 丛 , 记 为 上 ET c eccXD, 

引进 这 个 定义 的 目的 是 排除 不 能 从 fg. Po 9 对 应 BU) ACFE TRE 
KK TER. X AAR Hausdorff SAN. X E 89 OSR A BRO ee AC L 
X 14.1) 都 是 有 限 型 的 。 因 此 后 面 的 定理 14. 1 概括 了 Swan 的 结果 。 

对 正规 空间 (normal space) X. Bl. X BS R48 35 5] 48 B7 7 38 26 83 7T 48 
BY Sr ft T. Y ppicon( Urysohn) Æ BE or 06] X. 中 任意 不 相交 闭 集 A,B, 必 有 
连续 函数 f;X 一 [0,1] 使 f(A) =0, f(B) =1. EM Hausdorff 空间 与 度量 

空间 都 是 正规 空间 ) ,可 证 上 述 定义 等 价 于 :有 X HARA BRT H VUE 
荆 , 限 制 在 U 上 的 向 量 从 都 是 平凡 的 。 

定理 14.1(Vaserstein,1986) 设 久 为 拓扑 空间 ,f= 二 <,0 或 三 ( 实 四 

元 数 体 ) 则 ft ecC X0 5j f. g. Po, 90 E A MIE. A 

f. t. KE CX) >œ K,(C(X)) 
KP CODOS X 到 下 的 连续 函数 环 , 上 述 同 构 是 Abel 群 同 构 ,也 是 (交换 ) 
环 同 构 ,f. t. KECX) Sem f. t ec XO f Bl xg SLE Ky BE. 

为 证 定理 14. 1, 先 在 定理 14. 1 的 条 件 下 证 几 条 引 理 。 

注意 与 了 二 一 一 样 对 下 二 二 也 可 定义 Hermite HM. A—A'—A'C 
Z" WERA A> ER n Br Hermite 矩阵 ,其 中 A 二 (a,),T 表 转 置 。 I o 
一 4 十 0 十 cj 十 deE z= ht. HSER WA a—a—bi—cj—dk.hlt.M F=c 或 一 
BY PV gE CCX) Al ee MAGE gE g GO = ela), FER EM COX) 
十 的 Hermite 4E RE., 

引 理 14.1 BPEL g co MN MBA nel 与 (关于 下 的 )n NEER 
Hermite BE e= =e" ECH] EE co M [a] f PocolCe ce 的 列 空间 ， 
Bl e( CCX)" )), 

证 ARNS PN COO" HAA, BA QE... MHA POBQ= 
COX)". it bi: PCBQ— P 为 第 一 直 和 项 的 标准 投射 ,在 CCX)" 某 一 基 下 对 
应 的 矩阵 为 a, 则 a==a* €CCOXD)"""B P-col(a), H a= 知 (a =a". 
Ww I=, Ca 阶 单位 方 阵 ), 则 

(I — 2a)(I— 2a* ) = (1—2aX(I1 — 2a) * 
为 半 正 定 Hermite 和 矩阵。 于 是 有 g=g° CGL,CCCXDo ME 
g = I + (I—2a)(I— 2a* ) 
CAP AR IESE Hermite 矩阵 ,再 开 方 )。 由 此 知 
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(I--(I —2a)(1 —2a^ ))a* = 2a* — 2a"? — 2aa* + 4aa* 
= 2a' — 2a" — 2aa" + 4aa ' 
= Zaa * 
= a(l + (I —2a)(I— 2a" )) 
BD 
ga” = ag’ (1) 
由 (1) Hl, 
gag’ = g ag (2) 
id e=g ‘ag, MM 
e =g 'ag=g agee 
e' —ga'g TB ag 
=e 
即 ,e A COX) EA n Bt Hermite EE., BAER S. 
P = col(a) = col(e) LJ 
51 14.2 YPEf g. Pes MP AEX EBIIREEIAA T" CP) XXP 
C ec(X) 旧 纤维 都 是 f. g. Free 90, 
证 由 引 理 14. 1 知 , 可 令 PDQ=CC(X)" e =e=e* ECX H P— 
col(e)。 作 映射 
Pp:X X CCX)" + Xx F’, 
Gr fitt fi) Fe Cos fi lad sees f(x)) 
由 下 按 度 量 给 出 的 拓扑 及 XX WEA XX F" AE, Bi RH o 
89 AR XE d X X CCXO" EP. FRET CP)=XXxP 为 一 个 拓扑 空间 
HOM X 上 的 一 个 向 量 从 (其 局 部 平凡 性 将 在 下 面 引 理 4. 14 之 证 中 顺便 给 
HEE € X IET AED e GO F" (当然 是 有 限 生 成 自由 A), HER elr) 
为 eECCX) "在 x 点 的 值 。 C] 
5|1814.3 He —ecCOO" "x yEX, WM elr) =el EF "A 
g= e(xDeCy) + CI, — eCx)) CI, —eCy)) € GL,CF), 
HeGO S eCy EF EB g 相似 的 :ge(Cz)g 一 eCy)。 
证 在 前 面 的 记号 下 ,PEf. g. Pury, MITRI e=e =e E 
COX) "CBN eA CCX) EAN FEA Hermite 矩阵 )。P~col(e)。 记 
Yi = i = p= p EF") 
定义 户 的 范 数 为 (对 r= oc, EF, A WO BER =z z) 
lpi = sup | pe | 


irl =).2:EF' 
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由 p(p—1)=0 Al p 的 特征 值 4,==0,1, 因 此 pl 二 1, Vb€ Yi. TF Y, 
为 紧 致 的 Hausdorff 空间 。 对 VY f:Y, 一 1 二 [0,1j, 称 
suppf = iy € Y, | fly) 关 0}({ 上 表示 {}) MAA) 
为 的 文 撑 。 回 顾 单 位 分 解 的 定义 : 设 Y WTP SSA. fo: YT 连续 } 称 为 
Y 上 的 单位 分 解 (partition of unity on Y) 是 指 :(1) (suppr WY 的 局 部 有 
限 闭 覆盖 ; (2) SOP.) = 1, Yy EY( 此 是 有 限 和 ,因为 由 (1),y 仅 在 有 限 


个 文 撑 中 ) GUL) 为 工 的 开 覆 盖 使 suppf, CU, MER fo Y 一 了 连续 } 为 
从 属于 !C ， 的 单位 分 解 。 CY Ati A Hausdorff 空间 时 ,对 Y 的 每 一 开 覆 
六 都 有 从 属于 它 的 单位 分 解 )。 

于 是 由 站! 的 紧 致 性 知 , 在 Y 上 有 有 限 的 单位 分 解 S — Uv fad 
因此 ,VY p,a€ Yu KA ESEAS OA 时 ,通过 加 细 开 覆盖 (总 有 


从 属于 它们 的 单位 分 解 ) 知 |‖ p 一 g | c. 但 由 
e:X — Y, 


x |> e(x) 


连续 知 S 给 出 上 的 单位 分 解 $S 且 在 有 fES 使 f(x)f(y) 关 0 时 el(x) 
—e( y) || <=. 对 FEs, 记 


UCN ={rE X| fix) ~ 0} 
容易 验证 eC g=gelwW X5 BPH g 成 立 , 而 g 又 可 写成 
g = l+ (eC) — e(x)) CI, — 2eCy)) 
由 于 
| 有一 五 下 二 || CeCy) — e(x)) CL, — 2e(y)) | 
< lle(y)—e(x) || + | I, —2eCy) | 


<= +351 


VAEo(g) Cg 的 特征 值 集合 , 即 谱 集 ) ,14 一 1| 二 1, 因 此 4 关 0, VAC og). H 
此 知 gE GIL,(F)。 于 是 由 eCOg—geCy) lg  elr)g=ely), C] 
513g 14.4 VXETop,PEL g Pun, M, F— 5,2 R, W PRY 
I’ (P)=XxXPEf.t. ec(X)。 
证 ”由 引 理 14.2 OAT CPC ecCX)( 局 部 平凡 性 待 证 ) 且 纤维 都 
Æ f. g. Free, MCA BRE FACES MD. Aft. ec(CX) 的 定义 与 上 引 理 之 证 
AU. 只 需 册 证 其 局 部 平凡 性 。 
事实 上 ,在 上 述 记号 下 ,YXxEU(f), 已 知 有 gE GL(F), 使 得 e(y)= 
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geog Ah yE X BE ll e(x)—e(y) lu. d FAR 上 的 可 除 代数 


Al.Vzc€x, 
col(e(z)) EM H dimrcolle(z)) < co 
因此 
colle fing) € f. g. Freecu 5, M 
即 TT* (DP lup te RAM. FRE COPEL t. ?ec(X)。 C 
引 理 14.5 Yê=(E,p,X)Ef. t. Vec( XO, Si f£ DP(D € f. g. Peo 
M. 
证 ”由 设 与 定义 14. 2, 可 令 SX 上 的 单位 分 解 且 使 : YVES, 有 
U( 户 使 和 在 UCP 上 是 平凡 的 。 
HEE FES Wa Nean NATO lon gk nOD. FE 
我 们 将 此 基 “ 开 拓 ” 为 (外 的 生成 系 。 
ygE€ES, 记 
a; Cf) = de; (f.g)a,(g) 
7EUCP NUE) LERE fF CCOOE F > 且 与 有 相同 的 零点 ( 取 f= 
I FI BAD AEUCANUCE)E fG0—0 Hoc, foD f 0, Vi,j.g. FE 
"EB a (Df. FUCA E 
0, 在 XNUCDO 上 
为 此 丛 的 一 个 连续 的 (整体 ) 截 面 且 
CÓ lup 1S Sn? 
ATO lun ZH. FERE: PIISK, fESSATOO Eca MBE 
成 系 。 
VsCT(G,id blo SEGNEN, Vo NECU) 
FAS 修改 单位 分 解 S 使 X 的 开 覆 盖 {U(f)|fES} 保 持 不 变 ,但 对 修改 后 的 
单位 分 解 满 足 :f 一 0 时 ,c;( 有 )f 一 0( 在 U(f) 上 )。 为 此 定义 
400 = d TIE UC 上 
0, 在 XNUCD 上 


则 d; (NECX), H. 


nt f) 
s = 5 dC bCf) 


fES j=l 


因此 (6; CO |1<jcn=n(f). fe STA TODO Eco 9n EA. 
N= »nCOTCG 的 生成 元 个 数 ) , 则 由 | S |< 00 A N <, HE 


f€s 
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第 三 章 K, 群 的 基础 理论 与 K 群 的 同调 刻画 ( 8 14) 


CCX). ^ ,于 是 有 满 同 态 
pC(X)>` 23281€3) 


(gg I (Corte ga ACXLCPo se sbn (fo)? 
容易 看 出 (注意 AC GLy (CCX) ) 9 RIOR (CO Kerg CC X) T (D 


0 可 裂 ), 因 此 rch € f. g. Po, Me L] 
定理 14.1 之 证 ”容易 看 出 引 理 14.4 与 引 理 14.5 给 出 的 TT* ,TT 为 互 
3 KF, 


r 
f. g. P4, M E f. t. Vec(X), 


AE f. t "ecCX0 5j f. g. Peo M ASHER. MT Bit. 7ecC X) ff Whit- 
ney MA f. g. Pcoo M HAM, M Bee Poes 9t BL ÉURBI f.t. 7ec(X) 的 
Whitney 4]. HOXH TT 都 保持 多 的 对 应 。 因 此 可 知 ft KOOS 
Ko。(C(X))( 是 Abel 群 同 构 , 也 是 (交换 ) 环 同 构 )。 O 

注意 到 当 X 为 紧 致 的 Hausdorff 3 ajay. "ecCXO Bl f. t. Vec(X), ER] 
此 由 定理 14. 1 立 得 

定理 14.2(Swan,1962) 设 X 为 紧 致 的 Hausdorff 53 A, F— R,C R 
CSE uU SU ec OOF f. g. Pay MASON. Alb 

K(X) ~ K,(CCX)), 

其 中 CCX) 为 X 到 下 的 连续 函数 环 。 上 述 的 同 构 是 Abel 群 同 构 , 也 是 ( 交 
换 ) 环 同 构 。 
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第 四 章 WÉR Ko 群 及 Ki FF 
的 正 合 列 


在 本 章 中 我 们 将 在 范畴 论 的 高 度 来 研究 K HESS K 群 。 先 定义 带 正 
合 列 范畴 的 K FEA K 群 ,用 于 有 限 生成 投射 RE {. g. PerM, 证 明了 
K, G0 5 K C. g. Pr) BY PSE. FA BR AE RRE f. g eM EMT 
Go SÉ G (RS G, 群 G,(R)。 在 R 为 左 (同调 ) 正 则 环 时 ,证 明了 K,(R) 二 
G,CR),i—0.1, Xf Descartes 方 图 ,研究 了 其 中 的 几 个 环 上 的 有 限 生 成 投 
射 模范 畴 之 间 的 关系 ,由 此 得 出 有 重要 应 用 的 K。 SESS K 群 的 六 项 正 合 列 
(Mayer-Vietoris 列 ) 。 在 》18 中 介绍 了 代数 数论 中 的 一 个 重要 读 题 分 
圆 域 的 类 数 计 算 的 进展 情况 , 且 作 为 上 述 六 项 正 合 列 的 应 用 ,给 出 这 方面 有 
用 的 结果 ( 见 命题 18. 3) 。 


S15 ERJEN Ko HEAD Ki Bf 


在 前 面 诸 节 中 ,我 们 已 多 次 使 用 过 范畴 等 术语 。 所 谓 范 畴 《 是 指 一 个 
系统 。 它 有 三 个 组 成 (对 象 类 ,每 两 个 对 象 A,B 间 的 态 射 集 Hom, (A,B) 
(可 以 是 空 集 ) LAR AH a€ Hom, (A,B), BE Hom, (B,C) 的 合成 Ba € 
Hom, (CA, C))3E HEZA: C : Hom, (A.B) (Hom, (C,D)=2,VA 
ACK BAD; C: RHE RI AE S t ICI: VAEt, JI, € Hom, (A, 
4)( 恒 等 态 射 ) 与 可 合成 的 态 射 左 . 右 合成 时 起 单位 元 的 作用 。 

如 果 《 有 零 对 象 0( 即 VY AEt,Hom.(0,A) 与 Hom, (A,0) 都 只 有 一 个 
态 射 ) 有 是 对 VA,BEt,Hom. (A,B) 都 是 加 法 Abel 群 , 且 加 法 与 态 射 的 合 
成 满足 分 配 律 , 则 称 上 为 预 加 法 范 酶 (pre-additive category), 
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第 四 章 ea Ko RK, 群 的 正 合 列 (8 IO 


于 加 法 范畴 EUME: VARTA AL Ae OREM A, 


CER HA, ) , 则 < 称 为 加 法 范畴 (Cadditive category), 

加 法 范畴 A SE 

A, iC 中 任何 态 射 f 都 有 核 Kerf 与 上 核 Cokerf; 

4::( 中 的 单 态 射 ( 左 可 消 态 射 ) 都 是 其 上 核 的 核 ,t 中 的 满 态 射 ( 右 可 
消 态 射 ) 都 是 其 核 的 上 核 ; 

A;:t 中 任意 态 射 o 都 可 分 解 为 6 二 wr, 其 中 7 为 单 态 射 ( 也 称 为 6 的 
{RIDA Ime) ,7 为 满 态 射 (也 称 为 o 的 余 像 , 记 为 Coimo), 则 称 《为 Abel 
范畴 。 其 中 态 射 f 的 核 为 i ,是 指 :fi=0 Hi BAHASA fe=0, MDA 
惟一 的 态 射 5 使 ir=g, 上 核 的 定义 是 对 偶 的 。 

£f,-1 fj 


在 Abel 范畴 中 ,可 定义 正 合 列 ( 一 个 态 射 列 … 一 A >A; 一 >A,,， 
一 … 为 正 合 列 , 指 Yj,Imf, ,一 Ker 广 )， 

在 本 书 中 我 们 用 得 最 多 的 是 zx 路 (包括 z 兄 即 上 G), 这 是 最 典型 的 Abel 
范畴 。 本 节 中 我 们 立足 于 Abel 范畴 的 一 种 子 范畴 ( 称 2 为 + 的 子 范畴 是 
指 公 中 的 对 象 都 是 弛 中 的 对 象 上 日 Hom,(A.B)GHom, (A.B), VA-.BEG. 
当 这 里 的 等 号 总 成 立时 又 称 2 为 《的 例子 范 畴 (full subcategory))。 先 给 
出 这 种 子 范畴 的 严格 定义 。 读 者 也 可 按 k0 去 理解 或 参看 [ 佟 文 廷 ,1998]。 

定义 15.1 i SA Abel 范畴 ,3 为 .以 的 全 加 法 子 范 畴 ( 即 2 为 -的 全 
子 范 畴 且 ?又 为 加 法 范畴 ) 且 满足 下 述 两 个 条 件 : 

CE) PRD IKEA, BIRT .中 任 一 短 正 合 列 

0— P,+>+P—+P,—0, 
4@ P,.P.C€y PEA 

CE) PAWN F (small skeletal) 子 范畴 A.B 及 为 宁 的 全 子 范畴 且 
为 小 范畴 (对 象 类 为 集合 )。 同 时 对 任意 的 PC 248 WES QE 使 P= 
Q(2 中 的 等 价 ( 同 构 )), 则 称 ? A 2B IE & 90 X6 B (category with exact se- 
quences) BY IE & 36 BE (exact category)。 这 里 的 正 合 列 指 以 中 的 正 合 列 , 其 
中 的 对 象 与 态 射 都 是 2 中 的 对 象 与 态 射 。 

由 于 定义 15. 1 是 本 节 的 立足 点 , 需 举 几 个 例子 使 读者 能 较 清 楚 地 理解 
这 个 定义 。 

例 1 一 切 小 Abel 范畴 都 是 带 正 合 列 范畴 (如 除 环 上 的 有 限 维 线性 空 
fa} T3, {IM 非 小 Abel TE 86 dt BLM 也 非 小 Abel 范畴 ) 。 更 一 般 地 ,具有 
小 骨 于 子 范畴 的 Abel 范畴 也 是 带 正 合 列 范 畴 (如 拓扑 群 G 的 有 限 维 复 表 
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代数 天 理论 


aw me. HU) BTA {Hom(G,GL,(2)) |nEN}). 

Gl 2 f.g. PnM( 因 此 紧 致 Hausdorff 空间 X 上 的 Yec(XX) ,拓扑 空间 
Y 上 的 有 限 型 向 量 从 范畴 ft. yec(Y)) 是 带 正 合 列 范畴 ,其 小 骨干 为 A= 
(R ZEND IneCI)BA&IESF ES 2. (Aig PRM 5 A 3E Abel fi 
AWS ER Ab MREHRS AAAS ERR ESI RU. IESU R= Z 时 ， 

2 
^ pons LEBNL EPM. 

例 3 f.g. gM 是 带 正 合 列 范畴 ,其 小 骨干 为 AHR’ 的 商 模 ( 同 态 象 ) 
n€ Nj, fH R dE Noether 环 时 ,f. g. M dE Abel 范畴 (有 限 生成 模 之 则 的 
同 态 核 未 必 为 有 限 生 成 的 ,比如 f: RA R/ISIS R,Kerf — I RBAA RE 
成 的 ) 。 因 此 带 正 合 列 范畴 未 必 为 Abel 范畴 ,尽管 它们 必 是 Abel 范畴 的 一 
RITE. 

建议 读者 补 证 f. g. pM 对 扩张 封闭 。 

例 4 ida ARN RH R- 模 范 晓 

f. p. rM = (M ERMC. g. 4,90 | O— P, ee > Pi — M0 E 
P; € f. g. Pet, n = n(M)} 

显然 所 p. r. rM OA f. g. 490089 T i Mg diet 的 全 子 范畴 。 用 马 掌 引 理 
( 见 [ 佟 文 廷 ,1998]) WHE f. p. r. rM ECE). AB 3 知 它 又 满足 (上 ;). 因 
Jt, f. p. r. eM AE EAJ LES HL 7g f. g. eMHSMKF UHR. SRA 
CIR] Ja) TE B] SR CBD R A CZ) Noether 环 且 ipaM «ee, V M€ f. g. M, EC AL R 
C PID,R 3j Dedekind 环 , 更 一 般 地 , 当 R 为 左 Noether HH IlgD(R) «co 
时 ,R AEA CAV) TERMI AY. p. r. M= f. g. RM. 

建议 读者 研究 一 下 ,有 限 表 示 R RIK 
f. p. RM = (M ERM | dm = mIOVD n = nM fi R" — R +> M0 TER) 
是 否 为 带 正 合 列 范 畴 ? 

对 带 正 合 列 范 畴 可 定义 K。 群 与 Ki Hf. 

定义 15.2 iX ?JAUEIEG 08 9, 为 其 小 骨干 子 范 畴 。 记 K (AH 
VA 中 对 象 作 基 的 自由 Abel 群 按 下 述 运算 关系 所 得 的 Abel 群 (LPj 表 示 
对 应 于 PER KOTRA): 

OO : EPA Po P',WI[PI—UP']; 

(2), H PAP EE RAY BIE BF 0 PL P— P,—0, 

[P] 一 LP, +LP:] 
GER (2), > (D : 令 Pi 一 0 即 知 )， 
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第 四 章 se K AK, 群 的 正 合 列 (》 15) 


LU LL -一 一 一 一 


Ek KCD PH Ko BF. 
id Ki (AAW 
QP= OA ={(P.a) | PENH, 
a € AutPCP 的 自 同 构 ( 自 等 价 ) 集 )) 
作 基 的 自由 Abel 群 按 ( 模 ) 下 述 运算 关系 所 得 的 Abel BÉCLCP 0) jj] 表示 对 
应 于 (P,Q) 的 K (ATR): 
(Dn, : [CP,2) ]-ELCP,/0 ] 5 LCP 0D ] s 
(2)k :对 2 中 任意 的 行 正 合 交 换 图 
0» P, —>P —P,>0 
ay cay za d — 
Q— P, —P —P,-0, 
[CP,09) ] [CP a) HL CP? oz) 
称 Ki( 力 为 了 的 Ki 群 , 其 元 素 [(P,a)] 常 被 简 记 为 LP,oj。 
QU), 称 为 PCH >, ) 889 LBB 36 BR (loop category), HP Hom (CP), 
(P’ a’) (f| f € Hom (P, PO B fa=a'f}. 
id G, CR) =K, (f. g. 4,90 ,i 二 0,1, 分 别称 为 环 的 Go 群 与 G1 群 。 
在 证 明 本 节 的 主要 定理 之 前 , 先 证 明 如 下 引 理 。 
引 理 15. 1 设 为 带 正 合 列 范畴 , 久 为 其 小 骨干 小 范畴 , 则 在 KO) 
中 , 若 a^ —a€ AutP, PEA, IL P.a]—0, HAH [P.T,]—0. 
证 HCD, A 
[P,a] - [Pe] = [P^] = [P,a] 
因此 [已 ,oj 一 0。 口 
定理 15.1 设 R 为 任 一 环 , 则 
(1) Ko (R)K, (f. g. PDO ; 
(2) K, GO z KR, CK. g. PAD =K, COR. g. PADO ; 
(3) 34 R 为 半 单 Artin HAT, 
Gy CR) ~ K, (Ro = Z^, 
G, CR) = Ki (OR) = VCR) CHL $9. 
Kr Si, ROO BR IDET 
G,CR) =~ Ky) (R) = Z, 
G(R ~ K,(R) RT 
证 COD 对 例 2 中 Abel 范畴 =M 中 的 正 合 列 
0— P,>P>P,—>0, 
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代数 KEH 


P.cf. Eg. Pr 时 必 可 烈 , 即 P=P,OP.. 因 此 . P, , P, E P=f, E. PRM? 时 P 
Ef.g.PrM, A= R 的 直 和 项 |2E 入 ) 为 了 2 的 小 骨干 子 范畴 ,2 为 .的 
全 加 法 子 范畴 。 因 此 由 1 中 关于 K。(R) 的 定义 与 定义 15.2 即 得 (1)。 
(2 VY AEGIL,(R), 记 AA 为 
A 
Uu] 


在 GL(R)- 一 >GL(R)/E(R) 二 Ki(R) 之 下 的 象 , 则 A 确定 一 个 aE€ AutR"。 
人 ~ 


A 
o:K,(R) — K, Cf. g. PrO, 
A > [R*,a] 
来 证 p 为 群 同 构 。 
(D e 为 完全 确定 的 群 同 态 
在 在 Ki CR) P 
Ay 


A, 一 Ti 


|=A, Av EGL, (R) 


A; 确定 的 a € AutR” , 则 有 NZen.m 使 
AQ Isa =A Ql 
但 在 K, Cf. g. PRO rh H 2k, 知 
[R^ ",Iy , ] HER" a] = [R^ a D Is] 


(考察 行 正 合 交换 图 
0-+R" —+RY — >R" 0 
ja pBh o IN, 
0—R* ——R^ RY” 0) 


而 由 引 理 15. 1 又 知 [R "Is, ]—0. PAL UE 
[R",a] = [RY a CD Is. ] 
同 理 知 
LR" ,a,] = LR*,a, OD Is] 
AA A AH V B. CEK GO, BE GLN(R) 对 应 (确定 )BE AutR" , 
CEGLCR) 对 应 YE AutR^ Wl] BCE GLN(R) 对 应 Y8€ AutR> (和 矩阵 写 在 
R' 中 向 量 之 右边 ) 。 于 是 在 上 述 记 号 下 ， 
e(B « C) = o( BC) = [R*,76] 
[RY ,7¥]+(CR*.8] = eO + (©) 


TIN 
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第 四 章 ”范畴 的 Ko。 及 Ki 群 的 正 合 列 (8 15) 


BB 9 保持 群 运算 的 对 应 
为 证 p 的 完全 确定 性 ， 注意 A—A, 时 必 有 C1 EE(R) 使 A=C,A,。 于 
是 只 需 证 
g@C,)=0, EC, =I.VC, € ER) 
事实 上 ,不 失 一 般 地 (由 9 保持 群 运算 的 对 应 ) 可 令 C =e, (a) a ER, 
对 应 ec E AutR^ 由 行 正 合 交换 图 


0—R^^ R“ -Z ,R>0 
EFE fa yh 
0O—>R R“ Ro 
FO, 知 
g(C,) = [R a] = [R.I] (RI; ] 0 


引 理 15.1 

GD e ABA. 

HO B S 2 为 群 同 态 , 再 证 p 满 且 单 即 可 。 

(D o ih. BIY PEf.g.PeM.a€ AutP,[P.a]E lmp, HE FE, PEQ 
=R* , 则 由 (1)x 与 (2)k 有 

| P.a]--(Q. Io] = [RY,aDB I9] € Imo 
但 由 引 理 15. 1 知 
[Q.Io] — 0 

TJÉ[P.oe]€ Img. Bl oii. 

(Q2) oR. 

B e(O) =0 RUE C= 工 即 可 ,其 中 ,CEGLv(R) 对 应 YE AuR”, 

事实 上 ,由 Ki(f. g. PADO MEM ACER EH 1.0 i9 FWP. ]| 
Pe 尺 ,a€ AutP) fESERS B d Abel S£, JE rp. A 如 例 2 所 示 , 人 为 由 {[P,a] 
+LP.8,J—-[P.¢8],[P.,a¢]—-[P,,a,]—(P.,a]|P,P,,P,€ Z,a, BE 
AutP,a,€ AutP, 且 有 (2)x 中 的 行 正 合 交换 图 } 生 成 的 元 之 子 群 , 则 

K, (f. g. PRVO 一 F/R 
于 是 e(O -0oe[R'.y)€ 92. AI RRSRIR' | nei), BHOZEM. HJ 
id FHA n] AEGL, CR) nE N} EMA Abel 群 , 且 记 
[Cn] € 9? — ({LA.nJ+[B.n}]—[BA.n], 
LAsn +m] —[A sni — [A;.m])») 
2 中 的 第 二 类 生成 元 由 行 正 合 交 换 图 (A,A;,A, 对 应 的 自 同 构 仍 记 为 A， 
A; +A) 
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代数 Hit 


A 


oR eR 

yA YA Y Ap 

oR eR" 

给 出 . “4 m0 时 ,此 图 即 
0—R" R'—0 

1 A; yA BEGL,(R), A!=BAB 


B 
O—R" R*—Q0 


(RB ES YE 6] EUR XD S m>0 时 , 单 同 态 i: 尺 一 R “不 失 一 般 地 可 视 为 
R” $8] R""Z Bn FR AMZA. HER 


Ay 
A= 

x A. 

于 是 
[A,n+m] — [A, n | [ A; m | 
可 由 
[A,n] — LBAB "^ .n] 

与 


下 

x A, 

形 的 元 素 组 合 而 得 ( 取 适 当 的 基 变 换 )。 由 此 知 , 奢 记 
R = (LA.n]4- [Bn] — [BA ,n], 


[A.n] — LBAB^! ,n] ^ <2 


bm |- DA n] — [Aso] 


则 
F/R, =P GL, (GR)^ 


GEXELA,n]—[BAB ^! ,n]—0 Bl A=BAB’,B) AB=BA), BRE 
Ay 
fc] A | mend = CA, a Asm] b 


相当 于 在 所 得 的 
limGL, (R)® = GL(R)” = K, (R) 


TA ) i TA, 
f a B | a 
但 在 Ki1(R) 中 已 有 这 个 关系 ( 块 初等 变换 相当 于 乘 EC(R) 中 元 素 ), 于 是 A, 
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中 模 去 关系 


第 四 章 范畴 的 Ko RK, 群 的 正 合 列 ( 8 15) 


=R, Bl e(C) —-0eL[R".y]€ A. Alt e(C)=0 & CE ECR) =[GL(R) GL 
(R) JB) C=1(K, CR) 的 单位 元 ) 。 

至 此 ,我 们 已 证 出 

K, (R) ~ K, Cf. g. Pr MW) 
又 由 定义 15.2, 比 较 Ko C5 5 KAM EM, WA K, Cf. g. Pe DD BJ Ko (0f. 
g. POOL (Dy, 中 的 关系 
[P,a] +LP.8] = LP. ag] 
而 得 。 这 相当 于 K (R) 添 加 关系 ( 记 A==[A] 由 同 构 e:A-LR".a] D. 
[A jLB] = [AB] 
但 $11 未 注 对 任意 环 尺 ,已 证 出 Ki (R) 必 有 这 个 关系 。 因 此 
Ki (R) ~ K: (f. g. PrM) ~ Ko (Nf. g. Pr WM) 

G) A), (DARRE MKF Artin 环 , 除 环 的 Ko BLK, BA 
Fe BN AF [ ] 

由 定理 15. 1 可 看 出 :在 此 定义 下 环 的 K, 群 即 f. g PRN 的 回路 范畴 
Qf. g. PM 的 K。 群 。 因 此 ,从 这 个 角度 上 来 看 ,在 代数 K 理论 中 K。 Rit 
K 群 具 有 更 重要 (更 基本 ) 的 意义 。 由 定理 15. 1 的 证 明 又 可 得 

推论 15.1 设 R 为 任意 环 , 则 Ki (RO—K, Cf. g. PRMI—=K, C. g. 
Freep) 。 

现在 ,我们 给 出 范畴 意义 下 的 下 述 结果 。 

命题 13.1 ix 2 与 中 都 是 带 正 合 列 范畴 ,F: 当 > 叫 HEART CHF 
为 将 PPRIERW EAM 中 的 短 正 合 列 的 共 变 函 子 ), 则 下 诱导 出 群 同 态 

F, K, (A > KM, i= 0,1l 

因此 Ko K, 为 带 正 合 列 范畴 的 范畴 (以 正 合 函 子 作 态 射 ) 到 Abel 群 范畴 的 
PRI fF 

证 注意 下 不 变 定义 15.2(1)k (Dy ,i 二 0,1( 同 构 也 对 应 正 合 列 !) 
即 得 证 。 C] 

最 后 ,值得 一 提 的 是 (参看 本 节 的 例 4), 2000 Œ E. N. Marcos 等 在 
[Marcos , 2000 ] P X} 535 = f Artin 代数 (weakly triangular Artinian alge- 
bra» R.CBII R 为 Artin 代数 且 非 同 构 不 可 分 解 投 射 模 全 体 可 排序 为 Pie, 
P, ,使 Homr(P;,P,) 二 0, Yi 之 j, 比 如 窜 等 理想 都 有 有 限 投 射 维 数 的 代数 ) 
给 出 了 关于 KC. p. r. 4900 B9 — ECCE ER 9 Z8 SR. 4 M. C. R, Butler 在 [But- 
ler.1980 | Ej 1984 Æ M. Auslander 在 [Auslander,1984] 中 关于 Artin 代数 
上 用 有 限 生 成 模范 畴 的 K。 群 的 关系 集 刻画 有 限 型 性 质 的 结果 移植 到 这 一 
类 弱 三 角 代 数 上 的 有 限 投射 维 数 的 模范 畴 。 有 兴趣 的 读者 可 将 [Marcos， 
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2000 |BOK — i£. 
此 外 ,L 宋 光 天 ,1990j 与 [ 唐 向 东 ,2000j 用 不 同 的 途径 研究 了 半 和 群 范畴 
的 K。 群 ,得 到 一 系列 有 意义 的 结果 。 


$16. 带 正 合 列 范畴 的 K: BE 
与 G; #E(i=0,1) 


本 节 的 主要 目的 是 给 出 有 包含 关系 的 带 正 合 列 范畴 的 K, BS K Bf 
的 同 构 ( 充 分 ) 条 件 并 对 (同调 ?正则 环 给 出 K, 群 与 G, 群 的 一 致 性 (i=0， 
1)。 为 此 先 给 出 两 条 引 理 。 
引 理 16.1 设 带 正 合 列 范畴 M Abel 范畴 VME Fi. AM 对 
中 满 态 射 的 核 封 闭 ( 即 ERIE Q3 09 N, +N. +N, 0 h N, NE 
MARE N EM). pr M IB [E— IE BB 
0— M, — M, œ -~ M, — M, — 0, (1) 


2,0 DEM] «0€ KM. 


证 由 定义 15.2 知 .(1)k 蕴含 着 4 二 1 时 引 理 成 立 ,(2)k 蕴含 着 7 一 2 
时 , 引 理 成 立 。 
令 nz3.X*pn 用 归纳 法 , 设 n 三 m 一 1 时 引 理 成 立 。 注 意 
K = Ker(M,—~> M,) € M 
RIES 3 C nf P$ RP IEA : 
0— K — M, — M, —0, 
0— M, — M, > M, K 0, 


由 归纳 假设 知 
[K]+(M.] = [Mi] 
且 
[K]- Wc 1 [M3 = 0 
将 此 二 式 合 起 来 , 即 知 引 理 成 立 。 口 
由 此 引 理 立 得 


推论 16. 1 (命题 1.5) 在 f.g.Pr 观 中 ,车 有 正 合 列 
0 —> P,— P _, > +++ — P, P, -> 0, 
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So DLP, ] = 0 € Ko(R) 


338162 设 两 个 带 正 合 列 范畴 M5 2 都 是 Abel 范畴 .7 的 全 子 范 
BE.H 5p MAETR. EE, P, M WWE : 

(D VMe3.,M 都 有 有 限 长 的 o4 8 MEM 中 的 正 合 列 

0 — P, = P_, = > P, — M — 0, (2) 
其 中 P, EP j=0, lsons; 

(2) d$ 0—M,—M»--M;--0 为 /中 的 短 正 合 列 , 则 M; , M; € 9t C» Zi 
SEMEMA, HM FP BBR i cp i ds TS 381 AT, USE M 中 任意 态 
St a. M ->M 及 M 的 形 如 (2) 的 有 限 2 分 解 (2), 必 有 行为 有 限 P Ar RE RIZE 
换 图 ( 复 形 理论 中 比较 定理 的 模拟 ,参看 [ 余 文 廷 ,1998])， 

Qmm PO,» Pm PM 0 
TEE la a 
Q9 — Pom P, M0 

证 ”由 ;Po 一 M 为 满 态 射 知 ,(e, 一 a) :P, 中 M M AS. BEEH 
条 件 (2) (注意 由 M 对 扩张 的 封闭 性 , 见 定 义 15. 10), Po BM € WDE 
M 中 必 有 Ker(e,—a):B>P,PM (He 5 a 的 拉 回 图 (参见 》 13, 例 11, 由 
e Hi B.B— M 满 ): 


B =M’ 
g 

Y» ', ya 

P, >M 


又 由 条 件 (1) 知 (注意 BEW. VERWER PB, PEP Bia RAM 
(BR Ee PM ;将 此 与 7 合成 得 态 射 a。: Pom P. EE 6 ,s 都 有 核 ， 
分 别 记 为 KK Mj Ko. KEM, BARE) LMA AA P Ky. Pi 
_>:K, .其 中 P; ,PE 了 2 记 它 们 的 核 各 为 K KEM, AAAI. RE TT 
正 合 交换 图 

O>K’_,—P, eP M0 

fo Va 4a, a 

0—K, I>P, yes P, M0, 
其 中 P ,PE Xi—0,1,,j D BAH oL KE, 1 一 K, :为 w -在 天-: 上 的 
限制 。 重 复 上 述 步 又 得 行 正 合 交换 图 
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P; K,_,—0 
Ya; Vo 
P, K, 0 


由 归纳 法 即 得 900 中 的 行 正 合 交换 图 
0—- K+ Pme P, 2M! +0 
ya， y æ ya 
0— P,——.—P, Ey 
其 中 Pj ,PE 9,j 一 0,1,…,n。 最 后 由 条 件 (1) 用 于 K EMN BHE O 
由 此 引 理 可 得 如 下 推论 ,该 推论 可 用 于 KR) R S Ze Cf i8 1E Jul 
KA P= f. g. PRM, Su — f, g. RIE, L= RM) ;从 而 可 知 在 ME f. E. RDM 的 有 限 
生成 投射 分 解 (2) 中 


六 (CTP] 
X M 确定 的 不 变量 B 
推论 16.2 在 引 理 16.2 WARE, MEM, P. —M, 
P. — M 为 M 的 两 个 有 限 分 解 , 则 存 K,( 力 中 
>C EP] = 这 (一 1)[P)] 二 XC(M)(M 的 Euler 示 性 数 )。 
证 由 引 理 16. 2 知 ,有 M 的 有 限 94 RETE Ef WT IER BRA 


d’, , " 
0—- P^, em P^, - M->0 
(nu) | (aa) | A | 
, a.d, ， eDe’ 
0+P, OP, ——— ———»— P BP, P MO@M-~0, 


其 中 A=. ) 为 对 角 态 射 。 记 (C. ,6) 为 复 形 链 态 射 a. :P. ->P. 的 态 
T HE Ci I) BC, — P", BP, AIK E?, Vn). ,而 
ÔC p's p) = (—d",_, (p") ,a(p") +d, (p)) 
THA 22 上 复 形 的 短 正 合 列 
0— (P. ,d) — (C. ,8) — P^... q^) +0 
以 及 由 此 给 出 的 长 正 合 列 (注意 足 码 1 


0, 
“> Hi(P.)—> Ha P.) +H, (C.) > 
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— H,,(P.) MES H ,(P.)—-: 

容易 验 知 5 =H, (072.5 PHM. BEIESEH,CP^.0—HCP.) 
~M,H,(P".)=H,(P.)=0, Yn 之 1。 于 是 由 此 长 正 合 列 知 H,(C.)= 
0. Vn BI. CC. .09) 为 正 合 列 。 因 此 由 引 理 16. 1 知 ,C. 的 Euler 示 性 数 X 
(C. 08 XC—10»[C,j—0. Bh EXEIBSADE SIE G9 CE SEE TS DX xC.) 
=x(P.)—yCP".). FE CP. m CP"... JA xCP o —XxCP'.0, W 
XCP . o) xCP. 0 CE Ky (A) P) .这 就 证 出 了 此 推论 。 E 

建议 读者 思考 : 取 =f. g. PL9R.9 — f. g. d,9t — (ME RM|lpd(M)< 
co} TR TEA E te M TERR R, K d. g. PADO H Ko Cf. p. deM 
的 子 群 。 

定理 16.1 (K, 群 的 转化 定理 (resolution Theorem) ) YE S| HB 16. 2 条 
(EP ,包含 函 子 ;和 > 路 诱导 一 个 群 同 构 

i; iK, 一 ~ K, (M) 


证 EE GL AUER AT. ipa 15.1 得 群 同 态 i, ,使 得 i CP] )= 
[PJjw. 现 在 找 出 其 着 同 态 即 知 i 为 群 同 构 。 为 此 . 今 
€: K, CM) — KCA 
[Mm e X DEP, ]. 


0 — P, > P, > — P, — M0 
推论 16. 2 说 明 o 5j M WAR 分解 之 选取 无 关 , 因 而 是 完全 确定 的 群 同 
态 。 由 引 理 16. 1 知 
[Min = 2;,C- U'EP, jy 


从 而 i E= Ík ny o X 
pio (CP]> =¢( Ply) =[P]., YPE 2 

即 eil. FIE i 为 群 同 构 。 口 

稍 加 条 件 ( 但 仍 能 概括 重要 情况 ), 又 可 得 类 似 的 K; 群 转化 定理 。 

定理 16.2 (Ki 群 的 转化 定理 ). RMS ^ E Abel 范畴 .中 的 带 
正 合 列 范 畴 , 且 为 路 的 全 子 范畴 ,同时 它们 满足 : 

(D; VYME 嘱 ,有 … 中 的 满 态 射 P,- 一 污 M, 其 中 PE 之 使 M 的 每 
一 个 自 态 射 (M->M) 都 能 提升 为 P, 的 自 态 射 ; 

(D. Æ 


d, 
> P,—>P > | > Pi + M+ 
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为 沈 中 的 正 合 列 ,其 中 P, E2, WINE FED KEN n fE Kerd, € ^^ 
(2) 对 ,中 的 任意 短 正 合 列 
0— M, — M, -> M, —0, 
M: Mm EMDR d M, CMP), BM BAR rupi s KY 
BERT i: POMS K 群 的 同 构 
à K: (A — K, (M 
证 ”容易 看 出 ,条 件 (1), SO). 蕴含 着 引 理 16.2 中 的 条 件 (1), 即 
VMEM BA APR 2 分 解 . 为 仿 定理 16.1 之 证 , 先 证 明 : 
(D) V ME9t,a€ AutMCM 的 自 同 构 ( 自 等 价 ) 集 ),a 都 可 提升 为 M 的 
一 个 有 限 2 分解 的 自 同 构 ( 自 等 价 ), 即 有 行 正 合 的 交换 图 
0—P,—P, Qo Py >M->0 
Ya, Ya fas ya 
0—P,—P, P M-0, 
其 中 PEP, H a C AutP,,;—0,.1,,.n, 
事实 上 ,由 (1) 知 , 可 取 P,€ 2 5E i T 


€ 
P, 5 、M 


Af M 的 自 态 射 都 可 提升 为 Po WASH. AR aa ^ € AutCMCOMD CM 


i B 
Jel djs 


(i pensema! Jaf oat 人 人 Je 


初等 矩阵 之 积 ) 推 广 到 Abel i 8E. BA aD ”可 表 为 
Iu p ] Iu 

"LE y " 
形 的 自 同 构 之 积 ,其 中 8,7YE EndM(M 8 B 4S 81:480. Hm CD, 0.8, y 可 提 
FAP, 的 自 态 射 ,于 是 aDa 可 提升 为 PCP he 中 的 对 象 ) 的 自 同 
构 ( 关 于 Pe., PAPP. ->MOM) ,因此 o MERA P. 的 自 同 构 。 但 由 条 件 
(2) 知 Kere € M, FE. EE KRES., n M 的 一 个 分解 ( 可 能 无 限 长 ) 
使 a 提升 为 此 分 解 的 自 同 构 。 最 后 ,由 条 件 (1); 知 此 分 解 可 取 为 有 限 长 ， 
FA JH BD AD CO S x 

Gi) 仿 定 理 16.1 Zub. Wasa iN 的 诱导 同 态 为 

i K, (A — Ki OD 
下 面 只 需 找 出 i 的 道 同 态 . 为 此 今 
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P K, (CM) c K, (H 
[M.a] b> >)(~1)CP;.a;], 


其 中 a 为 a 提升 的 M 的 有 限 2 分 解 中 的 Po 的 自 同 构 ( 由 (CD 给 出 )。 作 范 
Bi 
QAM = {(M,a)| ME 9t,.a € AutM}., 
其 中 3n, 为 路 的 小 骨干 子 范畴 且 
Hom((M,a),(M’,a’)) = (f | f € Hom(M,M’) HB. fa =a’ f) 
QM Bp 的 回路 范畴 (loop category), WMH fE PH E RA TOL 
QA? = (P, | P € A.BE AutP}, 
其 中 aA 为» 的 小 骨干 子 范畴 。 用 推论 16.2 于 QQ 观 与 0Q 尺 易 验 知 它们 满足 
引 理 16.2 即 推论 16. 2 的 条 件 ) 即 知 wm 是 完全 确定 的 (与 分解 的 选取 无 
A) BFE AAS 

BABE ip =Ik om ih, MMi AAA. o 

为 了 应 用 定理 16. 1 与 定理 16. 2, 先 回忆 一 下 同调 代数 中 的 一 个 重要 
结果 (可 参看 [ 佟 文 廷 ,1998]) 

设 R 为 任 一 环 ,ME Rk 驶 , 则 下 述 各 点 是 等 价 的 :@ M 有 长 为 n 的 投射 
分 解 ;@ Extk (M, —)=0;® Ext%(M, 一 ) 是 右 正 合 的 ;@ M 的 长 度 不 小 
Ton 的 投射 分 解 

e oe oe Po» P,——>.….>P,->~>M->0 
"P, Imd, € PM, A n] RAK A n 的 投射 分 解 
0— Imd, > P,,—-:-—P,—M--0 

下 面 来 证 明 

定理 16.3 ix RHA Noether £f , Bil 

(1) BARF iif. g. PeM—f. p. r. M 诱导 的 群 同 态 

1,:K,CR) — K, (CK. p. r. 990 
A RM. 0.1; 
(2) R AZ Cn] dal) 1E WU] TI at, HH a ATF i 1f. g. PAR E g. pM EHR 
的 群 同 态 
i,:K, (R) — G,(R) 
为 同 构 ,;==0,1。 因 此 
Kj;(K) >G (R) = K, (f. p. r490. ;= 0,1 
证 只 需 验 证 定理 16.2 中 的 条 件 成 立即 可 。 
(1) 取 P= f. g. PeR, M= f. p. rM, =M, tH f. p. re 观 的 定义 与 投 
153 


代数 天 理论 


射 模 的 提升 性 质 即 知 定理 16. 2 中 (1); 成 立 。 而 由 上 段 中 国人 四 又 知 定 理 
16.2 PO): 成 立 。 为 验证 定理 16. 2 中 的 条 件 (2), 任 取 =M 中 的 正 合 
列 
0— M, — M: > M, —0 (3) 
M: , M; € f. g. PU BE. M; — MiICDMs, 因此 M, € f. g. PM, 4 M; M E f. 
p. reM 时 可 取 ne 7 fd M: ,Ms BERTA EIE n. TH 
Ext; (M,,N) 一 0， VN ErM, j = 2,3. 1x1 
用 长 正 合 列 定 理 得 正 合 列 
0 = Ext? (M:, N) — Ext; (M, N) — Ext} (M,N) = 0 
于 是 
Exty'(M,,N) =0, VN ERM 

Abn EE OO DE ES R AZ Noether Ff, BIA M, € f. p. re 9t, B zz X 
16.2 中 条 件 (2) 成 立 。 因 此 本 定理 的 结论 (1) 成 立 。 

为 证 本 定理 的 结论 (2) , 仍 取 92=f. g. PMR, Y= M, 1 M=f. g. pM. T 
然 定 理 16.2 中 的 条 件 (1); Roe. Tg R 为 左 ( 同 调 ) 正 则 环 又 知 定理 16. 2 
中 的 (1): 成 立 。 由 上 段 证 明知 =f. g. PMN 满足 定理 16. 2 中 的 (2) ,但 左 
(同调 ) 正 则 环 是 对 左 Noether 环 定 义 的 。 因 此 正 合 列 (3) 中 的 M, MEM 
=f. g. M BLUE MEM, BD M dil IE XE XE 16. 2 中 的 (2), 于 是 本 定理 的 
结论 (2) 也 成 立 。 O 

由 此 定理 可 知 : 对 左 ( 同 调 ) 正 则 环 R, G, BER Kj Cf. p. reDO RE K, 
(K) ,7 一 0,1 ,没有 单独 研究 的 必要 。 此 外 上 述 三 条 定理 在 其 他 学 科 ( 如 几 
何 学 等 ) 中 有 许多 有 趣 的 应 用 (比如 对 广义 Riemann-Roch 定理 , Euler 示人 性 
数 等 ) ,可 参看 [Rosenberg. 1994]。 值 得 注意 的 是 左 整 体 维 数 有 限 的 左 
Noether HEA (PA) IEW A ,但 反之 不 然 , 例 如 天 为 域 时 ,R= 二 K[zx,， 
Xr d]. a(n) =n €n+1)/2, P, — Cr sias 


9 8h 4 Jan) ) 


a(n—1li+2 
4 Ri,S 一 RIN\U P,. 则 R=S-1'R, 为 交换 Noether HH Krull 维 数 K. dimR 


= No ER AER BD CRO — 0o. fH. R Æ CIE VD 1E B] 38, CA [ Mcconnel. 
1988 D, 。 此 外 ,我 们 指出 :上 定理 中 “ 左 " 改 为 “ 右 ” 仍 成 立 。 请 读者 给 出 理 
H. 

在 本 节 的 最 后 .我 们 简单 地 介绍 一 下 由 关于 带 正 合 列 范畴 间 的 正 合 函 
子 产 生 的 相对 K 群 的 一 个 重要 应 用 。 

Bd, A AAP HIE A WRF: J 4 MEG RT. HLM S 
15. 1 BALF ee os BF RAS 
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F, :K, CA > K,C4), j=0,1 
邻 K,(F) 为 以 
(LA; A sa] | A, € a E Hom (A, A) 使 F(a): 
F(A) — F(A) 为 8 中 的 同 构 )} 
作 基 的 自由 Abel 群 按 下 述 关系 所 得 的 Abel ff; 
(1) Hah “中 的 同 构 时 ,LAo ,Al,aj]==0; 
(2) GA SPIES CREA 
0— A", > Ap >A, 0 
Ya ya ya’ 
0—A", >A; >A, 0 
Ae Fco), Fo’), F(a BRE 3 中 的 同 构 , 则 
[AA sa] = [A .A";.a" |+[A,,Ai,a’ | 
PR K,(F) 为 相对 (于 FF 的 )}K。 RE, 
定义 
2:K (下 ) 一 Ky) 
[A, A, T > LA, ] 一 LA 
By 验 知 2 为 完全 确定 的 群 同 态 且 Fooe-—0. 
进一步 地 ,再 设 下 为 共 尾 函 子 (cofinal functor, f£ Bass 的 定义 ), 即 ， 
VBC 4,08 BLE 45 ACA BOB, FOOD. AA B; 使 下 诱导 的 
F. :End, A>End, FA Aim St. TE BOTE OP. BT AERA Abel 群 正 
合 列 
Fi ô T Fo . 
K CA —— K, (4) — K (Ð — K (D — K, C2) (4) 
其 中 连接 同 态 6 的 定义 如 下 ERS B € 43.8, € AutB, M K, (2) 中 的 
[Bi,B | = LB, BBA CD Is, ] 
可 由 LF(A) ,8 代替 ,其 中 PE AutF(A). 于 是 ,对 上 述 满 态 射 下 , ,8 可 提升 
AA BAH GAN e. 定义 
6(LFCA).81) = [A, Aa] 
可 验 知 9 为 完全 确定 (与 A,a 的 选取 无 关 ) 的 群 同 态 。 
取 v=f.g. PRM. IIR, J-—f.g. Pr M, A F hiia R——»eR/ 
1 诱导 , 则 上 述 的 一 些 要 求 都 是 满足 的 。 从 而 有 上 述 的 群 正 合 列 (4), 这 也 
正 是 关于 K (R) ,Ki(R/1) ,Ko (R),K。 (R/T1) 的 一 个 有 用 的 正 合 列 。 
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$17 Descartes 方 图 与 投射 模 


fr 8$ 13 中 我 们 已 提 到 Descartes 方 图 (纤维 积 , 拉 回 图 ) ,对 环 范畴 Xing 


可 定义 如 下 。 
定义 17.1 设 环 同 态 交换 图 
R— “>R, 
?1 Y Y je (1) 
R, S 


J1 
满足 :VY (rm n) ER XR JJ jiGOO0-—jsO» RE tE—8rcRitiio- 
ri 1,2, Bl gk C) Jg (AAW) Descartes 方 图 ,又 简称 为 DD 方 图 。 
该 定义 有 良好 的 拓扑 背景 ,比如 8 14 中 关于 拓扑 空间 B 上 的 纤维 从 
(EF,P,B) 与 (EF’,P',B) 的 纤维 积 (Whitney 和 ) 
ERE ={(ee)E EXE |p(le)=p (e’)) 一 也 


事实 上 可 看 作 是 拓扑 空间 范畴 Top 中 的 Descartes FA, X. A 
例 1 在 Top 中 的 交换 图 
X; NX: > 一 一 全 入: 
| P | 
X> X; U X; 


Zt RAE PR OC; Top> ZRing(CCX) = (fi X>F CRE Bd, tn x» | 了 连续 )， 
T, $ 14) 即 得 CRing 中 的 Descartes 图 (其 中 的 环 同 态 都 是 满 同 态 ) 


COX, UX, )—--> CX; ) 


y J 
CCX,) COX, NX) 
例 2 对 Descartes 图 (1) 取 T— (0) s (0,6 '}, 则 可 得 Descartes 图 
RLT]—C—R, [T] 
ij d NE 
RT] SLT] 


A 
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上 面 两 图 在 拓扑 学 及 群 环 的 研究 中 是 有 用 的 工具 之 一 。 
由 定义 17. 1 可 直接 验证 
命题 17.1 在 xing 中 ,下 述 各 点 等 价 : 
(1) 图 (1) 为 Descartes FA; 
(2) 有 环 同 态 正 合 列 
R—>R, CB R, S 


其 中 f= G =, Bi. Ag = isp.) =A Gi Piz) ATR—RGR 使 
A(r)=(r.r) A JiR Dj R:>S E AT Gi ra) 6 f2 re) JA Cr) js» 
(3) RW 
R; 
aE 
R, —S 
A 
的 拉 回 图 , 即 R= { Cr, rir; ER irm fe (re) st: rp ore) =r} 
当 Descartes 图 (1) 中 的 jj 或 je 满 时 ,此 图 特别 有 用 。 
事实 上 ,SE sM,y £— 3,2. H 
SOR = SQR, = SR, = S €M, l| — 1,2 


FHS a mj AT. AAW AS MOEH) Et 
I:SQR, > SOR, 


使 T1s@ri)=1s@r.. KP AGO Sj (2) € Ri,r:€R。 因 此 作为 R 
模 可 记 

R ~ (R,,R, ,1), 

R" = (Ri R? I’), 其 中 了 :S" 一 SoA MN Q8 Sle, 
于 是 ,R"Ef, g. FreerkM 可 表 为 (RI ,Ri,1,) 之 形 。 更 一 般 地 , 若 PLC fg. 
Pr M AA SM 同 构 

h:S@ P. — S Q P. 


1l, 69 x, el: Qr, 
id 1—-L.H 
CPi Psh) = (Gi) E PXP: | ACI Om) =1Q2x} 
RREA H REP , Psh) AVE MOR UE AA P Prsh) € f. g. PRM. 
不 失 一 般 地 , 设 j; 满 ,显然 (Pi,P;,h) 为 P, XP: =P, OP, HZP GO 
Abel BAI FEE). XE X. R 3 is 48 
r(ri.x5) = (u(r)x 51.(r) x2), 
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Yre R,z, € Pi, j=1,2 
Pith FR RIRN a mP Po A) ERM., 事实 上 ,由 
RI Wi(Ma d= hl ei) War) = hl? ji Ca O22 CO x) 
R, 


= hair) la) — ji u(r IA C9 m) 
= Jy GOOD €1 Mas) = Ja Gi COD CI & x) 
= 169 ilr) r 
即 知 5j R REMAN. 
再 来 证 (Pi P, A EMICO Qi E ={ Cy 0 € Q! XQ. | FEM 
同 构 k: SOQ: > SQQ: 使 EClcoy ) — 169, i ftl 


CPi, Ph) OQ Qk) ~ CP, CO Qu LP; PQA BE) 
同 构 于 某 一 个 (CRY,R? IL, € f. g. Frees 的 直 和 项 , 即 可 知 (Pi,P,,h)€ 
f. g. Pk MM, 这 里 的 同 构 u— Cuis): (X X» ff (CY). Yo g) HAM p] 
构 组 成 的 交换 图 


SOX, SEX: 
y 169u, y 1®Qu, 
SCOY， Z SOY; 
事实 上 ,由 P, € f. g. Pe MAM. n] 
P.N, = R, l| = 1.2 
取 Q SN DRY .Q,=N, OR? .n=n, n; , BIE 
P, DD Q, = Ri. | — 1,2 


为 找 肯 ,注意 
SQQ — SC ON, PR) =~ SQN GGG RO" 
n A 5 S 


=~SON: P S — 509 N, Cp CS 09 Ro" 

=S@N PSOR! -—SGN, PSO P: PN) 

~S@N OS@P: ESON: | 

— $68 N PSP QSQN. 

~SWN OP) qQSOQON;—SQ RP ASON, 
A J? Ji I 

~~ $" PSO N: 


158 


SOR wey K 及 Ki 群 的 正 合 列 (》17) 


— (SGOR,"O SOON, 
Jo J2 
~SQ(N, OR?) =SOQQ 


E EGR TA AY EIER BOTRSSOO 同 构 
k:S@OQ SOQ 
使 &C(169y,) —169y; y, € Q,./=1,2, 于 是 得 (CQ Qk). H jte Bp 45 s 9t 同 
Tg 
(Pi. P0 中 (QQ k) ~ (P.Q, 
P; PD Qh PR) = (Ri, Ri AGED 
(至 此 尚 不 能 断定 右 端 为 f. g. Freer! 因为 ADA RUM I). 
但 注意 P,DBQ,=R) ,一 1,2, 且 
SORI =S = SOR: 
EIR SM [E] 443 AD AHA A € GL, CS). 因此 有 "路 Al 
(P,,P2 1) PB (Qi ,Qk) — CR’, R!,A) 
Er Je SIM 同 构 ( 且 (P;,P;,h) 同 构 于 右 端的 直 和 项 ): 
(Ri RIA) @ (Ri R8,A D ~ (QR ARP AGA) 
Fd REA eM 同 构 
(RPR? ,1,,) — (RP ,RP,AG A?) 
Bl AI CP, , P. AYE f. g. PRM, 
事实 上 ,由 引 理 5.5 已 知 ADA €E,CSD, rH je:R:—>S 为 环 的 满 同 
态 知 , 必 有 群 的 满 同 态 
j2:E., (R2) > E, (S) 
e mee, Vc ER; 
(注意 ,一 般 地 ,j; 诱导 的 GL, CR;,)—GL,, CS) cx SO. Bd BE 
E, (CR ) 使 j; CB — ACQDA |, TF HGB EROR] 
(I,B):(CR\",R3".1,,) > (ORT ,RY ,A @ A`) 
BNA sD 同 构 组 成 的 交换 图 


2n 


Ss ~S QOR?” S QR? œS?” 
1691 Y y 1®B 
2n 2n Zn 
SS Ri" ~p SOR! 
FH te BY 4 PR a ee 
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命题 17.2 设 (1) 为 Descartes FAA j Mi. AWAS. DU 
(1) V FzR"CfÍ.g. Freeg M, F— (R}.R3.1,); 
(2) VP,€f.g. Pe 90,1—1,2. ÆA sM 同 构 
h:SQ Pi > SQP: 
H Io 


fi RCICOzi ) =ar. Y r ER 时, CPi, Pah) € f. g. PRW 

至 此 ,自然 要 问 : YPEf. g. POR 是 否 必 有 P Ef g PL OR 5h fi 
449 同 构 PP, P: hA)? 下 述 命题 肯定 地 回答 了 这 个 问题 。 

命题 17.3 设 (1) 为 Descartes 方 图 且 a 或 ji; 为 满 同 态 , 则 对 任意 的 
P€f.g. PAR. MA P Ef. g. Pe 9R 5j h EKM jg P=(P,.P2 0. 

证 取 P,=RP ,1—1,2. 由 


569 P, = SW (GR; CO PD 


—SQP-SQP 


Au 42!» 


— 5609 (RR; CO PO — SO Ps 


EIE DIE 
he:S@ Pi + SQ Ps 
定义 
fe:P—> (P,.P.,h,) 
x > (lg C9 x. lg, GO x) 
容易 看 出 CISCO CIS Or) — 1509 (14, Or) R. fro AMERS. X 
felre)= (lg, CO rx lg, rr) = r) C9 xis (0 Qar) 
— r(l,, C9 T.lk, OT) = rfe). VrcCR,xcP 
因此 fe AMAS. PRUE fe 为 x 同 构 。 
fee REREH a: P>P' , 仿 上 ,有 同 态 fo: P'AP, Php), RE 
p -一 全 «P, Pash) 
a vy 二 — 4 C169a,1C20) 
P’ (OP, PS Shy) 


于 是 f.m S fo WF. Bb POOQ-R'S freo HAH S 
fx 为 同 构 。 但 由 命题 17.2(1) 已 知 fe 为 同 构 , 于 是 /ao 也 为 同 构 。 另 一 
方面 ,由 下 述 的 x 对 交换 图 

160 


第 四 章 范畴 的 K A K, WEB GEGTC 17) 
PES 
P ®Q—————_ > (P, P. Ap BQ, Q: sho) 
fog = cd 


((PBQ), (PEQ): ho 9) — (POQ, Po PQ sheha) 
X A fpDfho 为 同 构 , 于 是 ,fp 2349 EH Lj] 
再 来 证 明 命 题 17.3 中 的 Pi,P; ,在 同 构 意义 下 是 惟一 的 。 即 
命题 17.4 设 (1) 为 Descartes FAH, Ri. M SH PaP, 
P. 40 AM 同 构 . WA, M 同 构 
P,~R,@P. l = 1,2 


(因此 可 记 P= COP, PS), 
证 HORZ. EXE X. 
gR x P—P, 
Cri Cxix:2) Prim; Vr. € Rox, € P, | — 1,2 
由 R Er De 可 看 出 9 为 R- 双 加 平衡 映射 (参见 [ 佟 文 廷 ,1998])。 于 是 由 
COB ZZ FEA DA, MAS gp ‘Ri @P>P, 使 
Ep Cri 6 Gri a2) = ry, 
S EB USE P-R'OS.RILON ge Ae 9 pM. BASEL 17. 3 之 
iE. (o, ; PP RM fA, Seep P =P PhO, BARES 


Bp 
R, CYP P, 
190,8) y= = da 
P, 


R, G)P'—— 


知 ,gP Hr M 同 构 e EP 为 3X FEl. 
取 Q=(P, OP, PD PS ,hOBh ), 又 由 交换 图 


E, a, 
ROPER: OP ) P, OP, 
Y ms A EQ, mL ap. 
ROQ PDP ) ROQ, 


AE, ay Nr M AHS &, Dey Ae, MA., 于 是 再 由 P€f.g. PM 及 
ER 为 M 同 构 即 知 Ep Hr, m ral HEA pg M 同 构 R:9P—> Pz. L] 


再 来 证 明 :在 命题 17. 3 的 分 解 P 二 (Pi, Posh) PATHE EM 同 构 分 解 
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为 M 5j, M 的 同 构 , 即 

命题 17.5 设 (1) 为 Descartes FAA j, Mi. AIRES. S P= (Pi， 
P; ,hh) ,P= 二 (PiP,,k), 则 对 任意 的 : 纲 同 构 a: P> P VER M E A: P, 
-—P,.l—1,2,ffi a=(8,.8). 

证 ”用 命题 17.4 证 明 中 的 记号 ,由 交换 图 


Bp 
R, WP P, 
169a Y 一 yA 
—À p; 


R, QP’ 


可 定义 MW B= gp Bg ,二 1,2。 MD 
169109a 


1g, 
SQP, ——"+S@R,@P SOR OP "so. 
h 4> k ] c 
LAN Og 
SYP: SQR:QP — 一 “SCR: OP 一 ~SGCP: 
即 知 (8 B): PP HM 同 构 且 a (B T E 


上 述 的 命题 合 起 来 ,完全 解决 了 Descartes Jr [E CDD Yj, Ri, 为 满 
同 态 时 f. g. PA 5j fg. PR 观 ,!==1,2, 之 间 的 对 应 关系 。 即 在 同 构 意义 下 
可 看 成 有 包含 图 子 

i:{. g. PRD — Cf. g. PR 9. f. g. Pr, Wt) 
= I. g. P, WX f. g. P, M 

因此 由 上 将 PEf. g. PAt 记 为 P=(P,.P..4), 事实 上 ,在 同 构 意 义 下 ,并 
未 丢失 任何 信息 。 下 节 将 在 此 基础 上 导出 Ko K 群 的 正 合 列 以 作 今后 应 
用 的 工具 之 一 。 事 实 上 , 按 Descartes JAC), DL — — i F8] 325, H E pi uj 


得 出 关于 有 限 生成 投射 模 同 构 类 的 “Descartes FW”: 
R;65— 


SC 一 


(f. g. PR M) (f. g. PM) 
扩大 到 稳定 同 构 类 [Lj], 由 命题 17.1 已 预见 出 应 有 Abel 群 正 合 列 (比较 命题 
17. 1, 事 实 上 ,这 里 的 A 为 KA,A 为 K,A-) 
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(Kor Korda A (Koj: B Kose) 
KR eK, (RL) @ Ky (Ry) Se SB, ks) 


[P] c (LP, LLP] 
再 配 以 目 同 构 , 也 应 有 Abel 群 正 合 列 


(Ki Ki A 4 (Ki GG Kise) 
Ki CR) Ee BOA y (RO BK, (Ry) LP YO y (s 


利用 这 个 思路 ,再 配 上 一 个 连接 同 态 OK, CS) > K, CR) fili pi — FAD [i] s 
列 。 在 下 节 中 再 让 明 此 列 是 正 合 列 , 并 由 此 给 出 有 趣 的 应 用 。 
先 来 定义 for fi «gos fi OS BE BIER JC de i 17. 1) 使 成 六 项 同 态 
列 ， 
K, CR) P K; (Ri) (OD Ki (R5) u^ K (© 一 ~ Ky 


CR) UR Ko CR, ) c K;(R;)0 ——~ K (S) 
dü Bu 


(D IESU! 
A:X— XO X 
xt (454) 
记 对 角 同 态 . 定 义 
fo = (Koi, BD Ki A 
对 YL[P]EK,(R), 将 PP 表 为 P 二 (P,P;,h), 因 此 [TP]=[P,,P;,h], 由 
Koil Pi.P;:,.h|=[R, © CP , P, ,h) | = [P]. ¿= 1.2 


知 
fo(LP}) = AOP,.P;.h D = (LP, ],0P.]) 
Qh fide X 
fi = (Kyi; B Kit A 
MVLP.@lJEKCR)CWS 15) H EMAR M Et 
B:P œ (P,.P:;.h) 
H 4 990 中 同 构 组 成 的 交换 图 


P P 


Boy — B 
(P, ,Pi sh) —*(P,, Posh) 
pop 


AIL P.a!=((P,,P..h). faf! |, 又 由 命题 17. 5 知 , 有 R M [n] 构 7,:P,— 
P, ,使 Bag =y), 于 是 
Kii (CP a D= Kit, (LCP, Pash) g^ D 
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= Ki (CP, ,PR (% 22D 
= [Ri Q C^, P 40,19 On Y0] = [Pi 
[i] 388 
Kiis([P,a]) = [Py] 
于 是 
fi(L[P,al) = AXOCG, PaA) 0%) D = GP *; LP; YD 
@ gu : 记 差 同 态 
A.XOQOXx, 
(xy) > r—y 
定义 
& =A’ (Kj B Kose) 
THVLPJEK COR). 
gy (CPLP: D = LSQ P.) - L8 Pol 
Og : [XE X. 
& =A (KABK) 
Hl V(P,.a, JC Ki CR). 
gi(LP; a, LPS, |) = LS Q9 Pi ,Gal | 一 [LSQ P,,1Q@] 
OQ 9 和: 注意 由 15 WM.K, (OK, Cf. g. Freep M) B Vx€ K, CS). aA 
^ x=(S",A],AEGL,(S). ŒX 6:K, CS) —K, CR) fi 
ó8(S",AD = (RS ,R2.,A]—[R"] 
先 验证 9 是 完全 确定 的 。 为 此 , 令 LS ,4A]=[S DB] BE GL, (CS). 在 
GL(S) 中 可 记 ( 见 $ 15) 
BAT € A= E(S) 
仿 命题 17.2 之 证 ,不 失 一 般 地 ,可 设 j;: 为 满 同 态 ,可 知 必 有 CE ECR.) 1879 
js(C) 二 BA 。 取 充分 大 的 > 使 CEE,(CR,) 且 r>m,r>n, WAR 
d.C): (Ri, RA Q D — (Ri. RB}. BAD 


于 是 
ÒS AD = [R], R}, A] —[R"] = [R] R.A] (RT . Rz". TD] 
— [R "R7", I] — [REI R?.I] 
= [RiR A ®1I]—[R] = [Ri R, B ®II] —[R] 
= [RT ,R?.B] — [R^] = &[ S” ,B]) 
Bl ,9 为 完全 确定 的 。 
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再 证 O 为 群 同 态 。 事 实 上 ,由 
6(LS 4 H-[S" .A, D = e(S"^ ADA, ] 
= [R R7", A QA J] [R] 
= [Ri R} A] — LR" ]+URI RAT LR" ] 
= é([ S", AD + eS" . A, ]) 


Bll 知 。 


$ 18 Descartes 方 图 导出 的 K; 


群 正 合 列 及 其 应 用 
本 市 中 仍 设 下 图 为 环 的 Descartes 方 图 。 
R— >R, 
iy Vj: (1) 
R, S 


Ji 
下 面 来 证 明 本 节 的 主要 结果 ( 即 仿 代 数 拓扑 中 关于 同调 的 Mayer-Viet- 
oris 列 建 立 的 Ko ,Ki 群 的 六 项 正 合 列 ), 即 证 明 上 节 末 给 出 的 六 项 同 态 列 
为 正 合 列 。 
ÆI 18.1 i Descartes 方 图 (1) 中 的 广 Rj HHA. WA Ko BE. 
K, 群 的 六 项 正 合 列 (Mayer-Vietoris Fi ) 
K, CR) K (R) BK (R:) pg K, C9) ad Ko CR) 


T Bo CR) O Ko CR.) — KG) (2) 
JU Be 


证 先 验 证 (2) 为 复 形 , 即 g f; —0.0g, —0, foO=0. gy fo 0. 

D gifi (CRAD =g (CR A ER LAD LS DA 一 FS 
piAl=0.HpiA 表示 VEHIT ACGL,OGOIfSA 25 Br fa ks. oe 
推 。 于 是 gif, =o, 

© og, (CREA, JCR? A DACS", j A 3 CS” j Ae D 

一 0(LS j A DECS”, hA D 
=[ R} R? j Ai ]J—CR"]— ([R?, R}. jA: ] 
—[R"]) 
但 由 上 节 命 题 17.5 X f 
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CR) R? 7, Ay) 一 二 > (ORI ,R2,D, 


(CAL. D 
CRP , RY? ,1) ALAS (RI RP , j, A2) 
因此 
[Ri R? 12A = [R"]. 
LRY ,RY ,jsAs | = LR" ]. 
i Og, =0, 


© foO(LS",A]) = fo (LRI,R7,A]—[LR"]) 
= fo CRI ,RE,A JD — fo (CRI RS IM) 
=([R1] LR: D— (LR? ],.0R3]) =0 
因此 f,e=0. 

@ gofo CP, Po hD =g (CCP 1.0 P2])) 

=LSOP, ]- LSP: J=OCE RE h 为 同 构 ) 
因此 又 知 £o f» 70, 

由 来 证 (2) 正 合 。 即 再 证 : Kerg; C Imi. Keró Img: , Ker f; CC Imó, 
Kerg CImf,. 

D Y(LRi A J] LR? A: DE Kerg, VALS, j A JLS”, jA] F 
是 仿 上 面 6 AKEE ME EER E GLCS) PGA) j, A, EECS), Rf 
4 j 满 , 于 是 必 有 BEER E B= G:A) 'f,A,. HOEA KH) r >m, n 
可 使 BEE,(R,)。 因 此 ,在 GL(S) 中 ,jj (A I) =j CASI, 0B, B 
FG eM 同 构 | 

(A; CD ILs CA: (B E, PD LORS R2 1) — (Rt ,R2,) 
于 是 
(CRI A IERT.A2;D = (RIAL BIL, JCR A Q LU 
= ([RI.A, OL , .[R2. CA BIL) BD 
GEE B € E, (R:)>[LR;,B] = 0) 
= fi (LRI, R.I), (A OI, ,. CA IB T, BD D 
E yt Kerg; CImf,, 

© VIS'.A]€ Keró, [RTI R, A]=[R'] EK, GO, T REOR? Rt, 

A) 稳 定 同 构 于 R", 即 有 m 5j 30 同 构 
a: (RYT™ RO” ,A@DL)——> (RY, RY” slan) 


将 a 按 命题 17.5 分 解 , 知 有 B EGL, p (R,) B a=(B,, B), FEAM 中 
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的 交换 图 
Stn ACD L gute 
A Bi V ji Bs 
grt Le» srt m 


Bl. ADI n= GB) AB. x mag 15.1 A[S".1,]-0. All. 


[S',A]- E[S"".A  L,]9 [S"". GB ji Bi 
(se hh B, | — [S"" jo Bs] 


gi CRT" sji Bi DER” iB: D 


于 是 KeróCImg. 
© V[P]-LR']€ Kerf,. EX[P]— LP; Pi, A]B. 


f4(Q P]— UR" D = fP: Pih — f; CRI ARE, I, D 
= (EP, 4 EPZD — GRIS LRD 


于 是 有 [Pj] 二 LR? 41.2. BI Ay 同 构 a: P, DR? > RI” 与 B: P- PDR; > 


Ry ,不 失 一 般 地 可 令 rm, IEAM 同 构 的 交换 图 
169a 
(SQ), PDS" — SB, (PPR! ) SG Rr" 


2n 


uie In 


因此 有 
(P, Q Rr P: Q Rr h LO = CRP" RE" sh) 


于 是 由 [R'*™ j= CRD” »R I" ,了 ,一 上 1 y * I, J+ [ R? RS $ 了 jl 
TP, ,Ph CR] = [P O R? P: OR? h O IJ UNT] 


= DRE” Ro" h] — CR" ] (a, B 为 同 构 ) 


— équs"7",A']) € Ime 


@ 注意 
K, (RO D KG = (([5)] [Ri] EP?] ER? D}. 


ga (LPi1— [Ri], LP: ]— [R? D 
一 L5 65 p,]—[s"])—18 e P,J+[S"] 


FT 
([P,] — [Ri] EP] — LR? D € Kergo 


时 . 必 有 
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KS P) p S] = [(S@ P») Qs] 
BDA x (4 BM 同 构 的 交换 图 
(SQP, esr" (SOP， yps"*’ 
c zy 
SQP, BRI") - SPDR") 
BEA, CP, BRI", PR, h]EK, (R), A 
(PP 一 ER CP:]— LR? D 
= (LP, GR?" 1,EP; RT" D — (RE RED 
= fol Pi DRY, P: OD R? ,hl) 
— PRY, RY Lan D € Imf, 口 

ŁO 24 Descartes FAC) PH jije 全 为 满 同 态 ( 比 如 $17 例 1) 时 
(AT isi 也 都 是 满 同 态 )。 可 将 定理 18. 1 中 的 正 合 列 向 左 开拓 到 K: 群 ， 
成 为 一 个 九 项 的 正 合 列 ( 见 [Milnor,1971],P. 53) ,但 Swan 于 二 十 世纪 七 
十 年 代 初 证 出 :此 九 项 正 合 列 不 能 再 向 Ks 和 群 开拓 。 

下 面 ,作为 定理 18. 1 的 应 用 ,我 们 给 出 著名 的 Rim 定理 ( 稍 加 强 一 点 
的 形式 ), 并 简单 地 介绍 一 下 代数 数论 中 关于 类 数 计算 方面 的 一 些 结果 。 

取 和 一 名 一 ce” ^, A p HER RIE ) 为 户 次 分 圆 域 。 此 时 ,2Z[ 习 = 
ZL&, 为 <(6) 中 的 代数 整 元 环 ( 整 闭 包 ), 因 此 2 引 为 Dedekind( 整 ) 环 。 在 
代数 数论 中 早已 知道 当 ZLelEUFD( 即 36 的 类 数 产 =1) 时 ,更 一 般 地 , 若 
bp HARA H pMO HOE, BIZLE, |B928 BO ae? + y^ — z^ 无 非 零 整数 
解 ( 即 Fermat 大 定理 对 户 成 立 ) 。 另 一 方面 ,又 可 证 明 : 二 次 数 域 都 是 某 一 
DARTRO E a) ,其 中 

4m, m= 2,3(mod 4) 


Ms m = 1(mod 4) 


为 <CVm) 的 判别 式 ( 见 [Washington,1982] 或 [ 潘 承 洞 ,1991]) 。 因 此 ,在 代 
数 数论 中 ,分 圆 域 的 研究 占有 重要 的 地 位 。 注 意 到 p 阶 循环 群 G= (1.g, 
yg? aZ, 都 与 E—£6, 生成 的 乘法 群 同 构 , 也 可 用 Z[ 引 研究 整 群 环 ZG， 
但 需 注意 ZG 尖 ZL 和 纪 , 事 实 上 ,在 Z[ 旨 中 1 十 十 … 十 名 "!=0, 但 在 ZG 中 1 十 
gd g^ x50, 

考察 Descartes 方 图 


ee 


d = 
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12 


2G 
i, | + (3) 


z[e] ^ , Z, 


K'Büg)-8650)-l.i(50-1.&GD-n. 由 于 ji(j) 为 满 同 态 ,由 定理 
18. 1 ME ESY) 


+ > K G[£D DD Ki CD —— K, (2, ) 


-L KG) 2+ K (ZED @ K CO > K, (Z,) (4) 
我 们 已 经 知道 ( 见 定理 3. 40 ,对 交换 环 R, 
K)(R) ~ Z@ Ko CR) 
TE 8 21 我 们 将 定义 整 环 R 理想 类 群 CI(R) 与 类 数 hp =h=IClCR)| ,并 证 
HH : Xt Dedekind 环 ,理想 类 群 CI(R) 一 民 。(R) ,因此 类 数 产 = 1CHR)1 — LR 
(KR)| 。 对 代数 数 域 (< 的 有 限 代数 扩张 )F 中 的 代数 整 元 环 OF ,一 种 特殊 的 
Dedckind 环 , 4} WE BH | CICO;)] <<oo( FL 8 23), ik Ko CZLE DON S IR BE, 
当然 更 是 挠 群 。 于 是 由 定理 4.10 Z(H SR CE SE E dar i zC61x 
非 平 凡 的 宪 等 元 知 Z[ 旨 为 连通 环 )。 本 节 下 面 的 理想 类 群 都 是 关于 Dedck- 
ind IR RR 的 ,暂时 可 认为 是 R, R). 
下 面 用 正 合 列 (4) 来 证 明 :;K。(2ZG) 二 Ko (ZLE) US $$ ZG2£ ZLE] O M m 
间接 地 确定 了 ZG 的 连通 性 。 
事实 上 ,在 (4) 中 
go iin: Ko(Z) — Ko,(Z,) 
| | 
Z Z 
为 同 构 。 于 是 
Ko (ZLE]) = Kerg, = Imfo = Im(K @ Koi.) A = ImK,i 
由 此 知 Koi 为 满 同 态 。 
厂 能 证 Kis 为 满 同 态 , 则 知 e. 为 满 同 态 。 由 (4) 的 正 合 列 即 知 S 一 0。 
FEACM 正 合 列 ( 注 意 K, (2)=Z) 
0+ K, (4G) > K (ZLE) BZ> Z — 0 (5) 
HT POSUER ZEA ER BK CZ[E)) = Cl ZL E])) WHERE. BRL 
K,O[£D€f.g. 2M. {AH ZE Freez M, d CO 9 
Ko (ZLE) PBZ=K (LG) OBZ 


代数 下 理论 


于 是 由 有 限 生 成 Abel 群 结构 定理 即 知 Ko (2G) =K, CTE). 
下 面 证 明 K,j, 为 满 同 态 . 注意 
Kiji:Ki GLED > Ki (Zp) ~ Z, = {1,2,.… ,pC—1) 
IER RE I< k<p—1, KEG ue [EN Ej (W=kREZ; Bn 


MeO) 


从 而 即 知 Ky Wo NES 


u= pE ec 


,1 SO 


7—1 €—1 8 一 ] 
因此 ue ZLEJ BH y Go t£-4 -:-FE8 =k, h e BNE H Kiji 满 , 从 
而 知道 K,C2G) >K, (ZJ[ 纠 )( 作 为 有 限 生 成 Abel 群 )。 但 由 于 上 面 已 证 
Kai 为 满 同 态 ,从 而 
Ko (LED ~ Ky (2G) /KerKo?, 

于 是 对 同 构 的 有 限 生成 Abel BE K CCED 5; K, (2G) BA KerK,i, =0, Bf 
Kot, Al. PREM OLENA A, APR. Gh, 为 不 同 的 素数 之 积 时 C1(Z 
EDSK, (204) HB h, 惟一 确定 。 从 而 K (COED 5 Je I E Ko (2G) th 
由 A 惟一 确定 。 于 是 我 们 得 到 1959 4E S. Rim 给 出 的 著名 定理 的 加 强 形 
Ai 

命题 18.1. (Rim 定理 ) i G—ll.g.-.g^ H p BRO MARR, 
=e" ^, G>Z El i (g) =E £b in , ul 

(D Koi: :K,(2G)—K, [和 为 群 同 构 ; 

(2) Ko (2G) WR ( BOW ARE). KIEG 为 连通 环 ; 

(3) EPLL € 2838€ A, ARAM RAS Rat LK (260 Bg. h, 惟一 确定 。 

注 ”用 注 Q 中 提 到 的 结果 及 以 后 将 要 证 明 的 K;(2,)==1( 即 有 限 域 
的 Ke BEF PL) ,注意 (4) 中 的 6=0( 上 已 证 )。 可 得 关于 K, 群 的 正 合 列 

I= K C) + K (ZTE) Ki 0D -- Ki(2,) + 1 
MAS 7 ALK, ZED] ,di 86 HH K,C—Z—Z ,由 $5 知 K， 
Cop )=o, 49x55 ,可 以 证 明 K, CZGO m (2G) , 4B BEXRCZGO 的 确定 仍 十 
分 艰难 。 比 为 p=5 Bf I. Karpilovsky 的 一 个 未 发 表 的 结果 为 (ZG)' =G 
Q^ te —D— E60 A8 GR E RIA C Karpilovsky. 1983], 事实 
上 ,对 一 般 的 素数 p 可 证 ; (ZG)' 可 分 解 为 一 个 2p 阶 有 限 群 七 G 与 一 个 自 
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由 Abel 群 之 址 和 。 这 个 自由 Abel HE p= 二 3 时 为 平凡 的 ,在 073 BÉ FX 
(p—3)/2¢(5L[ Milnor.1971]), 
为 了 进一步 的 应 用 ,再 介绍 一 个 有 用 的 概念 。 
定义 18.1 KRASWTH,S:R-S 为 包含 同 态 且 SEf.g. PrIM, D 
称 下 面 定义 的 天, 群 同 态 
fi :上 (9S) 一 天 (下 )， i = 0,1.2 
^ 了 诱导 的 转移 同 态 (transfer homomorphsm), 
i=0 时 ,由 SE f. g. PRMAVPEL g. PMW, PC f. g. POR Cy Bb ig P 
为 &P) 。 定 义 | 
fe :Ko (S) — K, (R) 
[P] | LeP J 
i=1 if}, Y AEGI, (S). ĦA X AE Aut(S"), H SE f. g. PRM 知 , 必 
有 QEf. g. PRM {E SCBQ-R' € f. g. Frer 90, FE 
S B Q = R” E f.g. FreerM, 
AQ Iy € Aut(S" BQ") 
RLS" DQ" HW R- a, ,as,… ,0 , 则 可 得 ADI HRA A, C GL, (RIC 
GLOR), AR S"COQ" 8933 — R-3& B... B, A E mAnr,. AW REM 
为 IBN 环 ) ,得 表示 矩阵 A € GL, (R)。 可 用 线性 代数 方法 证 出 A, 5j A, 
只 相差 GL(R) 的 内 自 同 构 因 子 。 即 ,可 认为 有 BEGLCR) 使 A, = 
BA4:B- 。 于 是 ,在 Abel SÉ K (R)=GL(R)” PA, =A, GER BAB '=B 
B A, 二 A;)。 因 此 可 定义 (完全 确定 的 同 态 ) 
fi :K)(S)— K,(R) 
A HA, 
i 二 2 时 ,注意 3 12 中 已 证 ; 取 ECR) 的 自由 表现 1—R,— F—E(GD 1 
(为 区 别 于 环 RR 将 自由 表现 中 的 R WH R), m 
K;,(R) ~ H (ER), Z) — (QR, (YLF.F D/LF.R, |(Schur 乘 子 ) 
VA€E,CS), Biel o. 1, 可 令 mze3 充分 大 ,使 AEE,(S)CL[GL,(S)， 
GL,(9)j。 仿 :一 1 给 出 (不 计 内 自 同 构 因 子 ) 惟 一 对 应 的 A; € [GLORD, 
GL(R) ]-2 EGO , FH Schur 乘 子 即 给 出 (完全 确定 的 ) 同 态 
fi :Ka (S) > K: (R) 
由 上 已 得 
引 理 18.1. WR Jg S 的 子 环 ( 更 一 般 地 ,R 同 构 于 S 的 一 个 子 环 ) , f: 
RS 为 包含 同 态 且 SET g. PR 中, 则 在 上 面 定义 的 转移 同 态 K, (S) 一 
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K, CR) ,i 二 0,1,2, 都 存在 。 

这 里 ,我 们 只 介绍 Ko 群 的 转移 同 态 的 应 用 。 再 证 明 一 条 引 理 。 

引 理 18.2 设 6=& 为 n 次 本 原单 位 根 ,n 之 3, 则 Z[&+ 为 ZL6] 的 
FRA ZLEI=ZLE+ E' P Ef. g. Freeze 1M, 

证 RE —£€ 知 Z[& 十 和 | A ZLENW FM, AZLEE pM. 

又 显然 满足 方程 

x —(+E")xr+1=0 

因此 由 1 =1¢°1,€=1° €,f@ =(€+8') + €4(-1) 6 1,8 =2 « €= (E+ 
&€ )E E= (ELE!) E (ELE 1) FH (CELE)? —-1)€-— (ELE ') 1, 
OS BIAIS A ZLEVEN Zi MWERA. 

注意 ZL + 全 C3( 事 实 上 QR(E 十 61) 为 人 (6) 的 最 大 实 域 ,经 常 被 记 为 
a") EER., LE REHRZLE+E ] 线 性 无 关 的 ,因此 ,1,& 即 为 Z[ 引 作为 
Z[£--67 ]—B zc 3& AZLEE f. g. Freezer M. 口 

由 上 述 两 引 理 立 得 有 助 于 分 圆 域 ($) 的 代数 整 元 环 Z[ 自 与 它 的 最 大 
实 子 域 S(6+S ) 寺 (人 + 的 代数 整 元 环 Z[& 十 和 6 的 类 数 计算 的 下 述 结 
R, 

MA 18.2 X 6—6, 为 n 次 本 原单 位 根 ,n 宇 3, 则 必 有 转移 同 态 SF : 
Ko (ZLED—>K, (ZLE+ E? DÆ HEARE CICZLED E BR d] n3 8E [ed zs 

f° iCKZELED  CICZLE+ £7 p 

Ali, ZLEJ% h, =|Kerf* | * lImf' l. 

hi (n)=|Kerf" | KAZE] At EW ( relative class number) z& 2c 
h 的 第 一 因子 。 在 类 域 论 (class field theorey) 中 可 证 明 上 述 的 f^ 为 满 同 
So A h; G0 |Imf" | 二 1CI(Z[& 十 人 1]) | 为 ZL$ 十 1 的 类 数 , 也 被 称 为 
<(5 = SCE+E ) 的 类 数 。 因 此 ,近代 文献 中 常 将 h(n) (h, 的 第 二 因子 ) 
WN hi ,而 将 hi (igh, FSA, =A ht。 

如 众 周知 ,Fermat 大 定理 的 研究 早已 归结 为 只 需 考虑 n=p 为 奇 素数 
的 情况 。 当 ph (当然 包括 4 二 1, 即 Z[&,]E UFD 的 情况 ) 时 (此 时 称 p 为 
正则 素数 {regular prime) ) x^ +y — 2^ HAEZ BA. RE Fermat 大 定理 
已 证 出 ,但 目前 还 不 知道 是 否 有 无 穷 多 个 正则 素数 (只 知 非 正则 素数 有 无 穷 
多 个 )。1987 年 J. W. Tanner 5j Jr. S. S. Wagstaff 曾 算出 在 不 超过 150000 
(十 五 万 ) 的 正 整 数 中 有 13848 个 素数 ,其 中 正则 素数 8399 个 。 虽 然 ELE. 
Kummer 早已 证 出 : 奇 素数 已 为 正则 素数 全 p 不 能 整除 Bernoulli 数 (B。= 


m— | +1 oo " 
1 BVA Gm + DB, =— $T, Bs uc 一 1) = >)B, 三 可 计 
k=0 n=0 . 
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算出 一 切 BOB ,B, ,B, ，…,B，， 的 分 子 。 可 以 算出 B, =- +.B, - IB, 
lg Lg... l _ 32 _ 691 l n ; 
=~ zp Bs = gg Be =~ go Bio = GEIB =~ a730 0n 7 6 Ba 的 分 


子 为 261082718496449122051,B,， 的 分 子 则 为 一 个 110 位 的 大 数 , 且 可 证 : 
Vk >i, Br 一 0, 且 (Bo 的 非 零 数 符号 交错 地 变化 ,但 由 此 判定 大 素数 的 
正则 性 仍 是 十 分 艰难 的 。 通 过 大 量 的 手 算 ,Kummer 发 现 , 当 素数 p> too 
时 ,hy 变化 不 大 ,但 h; 增 大 很 快 (比如 hs 二 411322824001)。 他 猜测 : (1) 


hy c-2p CP) 7 4 p> 十 oo 时;(2) A, —1 p<19. 猜测 (1) 至 今 尚未 


解决 。 但 在 1951 年 由 N. C. Ankeny 5 S. Chowla 在 [Ankeny,1951 | 中 得 
出 了 很 好 的 结果 ,他 们 证 明了 : 
log(h;/2p(p/A4z1? ))'?^ " +) = o(logp), M p—>—+ œ 时， 

因此 ,对 充分 大 的 p.h, 是 严格 递增 的 。 猜 测 (2) 于 1971 年 由 K. Uchida 证 
tH CH. L. Montgomery 也 独立 地 证 出 了 (2))( 见 LRibenbaim，1989 D, 

J. M. Masley 于 1972 年 在 他 的 博士 论文 中 着 手 进 行 且 于 1976 年 与 
H. L. Montgomery 联合 发 表 了 下 述 的 重要 结果 : 

若 n 关 2(mod 4), i h, =1OCB n=1 BHZ[ 8, ] — E 的 平凡 情况 外 )n 为 
下 29 个 数 之 一 :3,4,5;7,8,9;11,12,13;15,16,17;19,20,21;24,25;27， 
28;32,33;35,36;40,44,45,48,60,84( 见 [Ribenboim,1989j)。 

用 下 面 的 引 理 ,我 们 可 以 得 到 更 完美 的 结果 ，。 

引 理 18.3  i(t6G,0—1,N] 205,60) — 2C6)0 Ee 24 2hs BT, 

ace.) = 2¢6), ZLE] = ZL&£ ]. ho, = h, 

证 0H $&—(£,0',£—(05» MOE, 6) ZO, RAG O=1 AFA 

u,v€ Z f ustut=1, FH 
E = (E) + ("=F - & € QE.) 

因此 2(& .E .D2CE,) AACE, EV = ZO). 

当 2 AE (s,2)=1, Rt t= 2, £ = —1€ 2, FBO) =2¢4&),2Z1&, | 
—Z[& ].h; =h, 。 [] 

由 此 引 理 我 们 立 得 (注意 Z[& | 都 是 Dedekind f) 

命题 18.3 h,=1 即 Z[&,]€ UFD(PID) ORY AIR n=1.2 外 ,nn 为 
PGR 44 个 数 之 一 :3,4,…,，22;24,25,.…,28;30;32,33,'… ,36;38;40;42; 
44,45;48;50;54;60;66;70;84;90, 

从 命题 18. 3 可 看 出 :@ n<22 HA, —1, B Z[ 5, ] € PIDCUFD( A 
算出 ha =3, BR IICZ[ 6. ] UFD); @ n<28 H n#23 Bf, 1; © hp —1 
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€» p" —4,8,16,32,3,9, 27;5,25;7;11;13;17;19。 

此 外 ,可 以 证 明 ( 参 见 [Washington, 1982 ]) : Ahm [hs,， 且 查 该 书 中 的 表 
(该 书 按 Euler BM (mn) , 即 & 的 最 小 多 项 式 ( 分 圆 多 项 式 ) 次 数 大 小 , 列 出 
h， 的 数值 表 , 表 中 最 大 的 为 1020,9(1020) 二 256,hiozo 为 一 个 44 位 的 大 
数 ) 可 查 出 1x:e00x:256 的 hi。 可 以 证 明 ;plh, 导 plh; ,因此 对 正则 素数 
的 研究 用 h; BER. 

Xon; 知道 的 较 少 ,但 Kummer 已 经 知道 ,在 小 于 197 的 素数 中 只 有 
163 使 At 为 偶数 。1969 年 H. Bauer EHI : 9-50 AY A; =1, Alt h, =h; 
( 见 [Milnor.1971])。1964 年 曾 有 人 猜测 ;p< 之 97 时 有 二 1, 但 5 关 1。 

作为 本 节 的 结束 ,我 们 列 出 AZ 的 数值 表 , 表 中 第 2,4 列 的 数字 也 表示 
阶 数 为 该 数字 的 循环 群 。 数 字 之 积 也 表示 上 述 的 Kerf” 为 相应 阶 的 循环 
群 之 直 积 。 由 Bauer 的 上 述 结果 知 , 当 素数 p<50 时 ,该 表 第 2 列 则 表 出 
CICZ[6, D Bi Ke (2[5&,]) 的 结构 (参见 [日 本 数学 会 ,1985])。 

素数 次 分 圆 域 的 相对 类 数 表 (p< 二 100) 


p h, =h; b hp 
<19 l 53 4889 
23 3 99 3 * 59 * 233 
29 2*2*2 61 41 * 1861 
31 9 67 67 * 12739 
37 37 7] 7» 7 + 7924] 
4] ll*11 73 89 « 134353 
43 211 79 o*03* 37791] 
47 o * 139 83 3 * 279405653 
89 113 * 118401449 
97 577 * 3457 * 206209 
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由 于 交换 环 的 K 群 对 代数 几何 .代数 数论 等 学 科 有 者 十 分 重要 的 应 用 ， 
在 本 章 中 我 们 较 深入 地 介绍 交换 环 的 K, 群 的 一 些 更 细致 的 理论 。 在 3 19 中 
先 用 可 逆 尽 模 ( 即 秩 为 1 的 有 限 生成 投射 尺 模 ) 的 同 构 类 定义 在 代数 几何 中 
有 重要 应 用 的 Picard 群 ,并 且 用 外 代数 工具 证 明 : 在 同 构 意 义 王 ,交换 环 R 的 
Picard 群 即 Ko BCR 为 交换 环 使 Ko(R)7 有 环 结构 ) 的 乘法 群 的 子 群 ,对 一 些 重 
要 的 交换 环 类 还 证 明了 Picard 群 的 平凡 性 。 在 》21 则 证 明 对 于 整 环 ,其 
Picard 群 与 理想 类 群 是 同 构 的 。 在 8$ 20 中 用 拓扑 空间 ( 环 R 的 ( 素 ) 谱 )SpecR 
上 的 连续 整 ( 值 ) 函 数 环 H (RAH K CR) 的 群 直 和 分 解 。 对 重要 的 Dede- 
kind R, fr § 22 中 证 明了 Ko 和 群 四 种 分 解 的 一 致 性 , 且 作 为 应 用 给 出 对 一 类 虚 
二 次 域 类 数 计算 的 新 方法 。 在 3 23 中 进一步 地 证 明了 代数 数 域 中 代数 整 元 
环 的 类 数 必 有 限 ,同时 介绍 对 虚 二 次 域 及 有 理 函 数 域 计 算 类 数 的 一 些 有 用 的 
结果 及 相关 的 一 些 问题 。 在 本 章 末 节 ( 8 24) ,再 次 用 Descartes 方 图 导出 的 正 
合 列 介绍 计算 类 数 的 一 些 有 用 工具 与 方法 。 


$19 ”交换 环 的 Picard 群 及 其 在 
Ky MRR PARKA 


设 R 为 交换 环 , MEf.g. PRW, PC SpecR,g:R~Q(R/P)=F Jt iE 
AA. FES 4 中 我 们 已 定义 了 MEP 的 局 部 秩 
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rankp(M) = dim,F GM = K,(g)([M]) 
在 对 一 切 PE SpecR,rankp (M) =n 为 常数 时 , 则 记 
rank(M) — n 
称 M 有 常数 秩 n。 我 们 在 3 4 中 还 证 明了 : 
(1) ranke (M) — n€9 Mp >R} IARE — Jer ib 46 zc J5 B0 CE BD PO; 
(2) P,,P,€SpecR H P.C P; B] rank, (MD — rank, (M), AIK R 为 
整 环 或 交换 局 部 环 时 ,一 切 ME f. g. Pet BA HK. 
现 记 
N* = Homg(N,R), VN ERM 
则 N* €,MCR 非 交 换 环 时 ,N* EMOA N 的 对 偶 模 (dual module). 
由 
Hom; (MG N,R) ~ Home (M,R) B® Hom& CN,R) 
容易 得 到 
引 理 19.1 jt R€ Ring, M. N € eM, Ml 
(1) (M@BN)* =M* ON’ CMe; 
(2) VF€f.g. Free, Jt. F* € f. g. FreeWte ; 
V MCf.g. PRM, M' € f. g. POS, 
下 面 再 给 出 局 部 化 与 对 偶 模 的 关系 。 
引 理 19.2 设 RE -Ring,SCR 为 乘法 封闭 集 , 则 对 fg. PRO, S x 
二 x*S ， , 即 
SCM ) 一 (S M)", VME f.g. PRM 
因此 ,rankp(AM) = rank M" o H 
(M*)p = (Mp)*, V P E€ SpecR 
证 ”由 命题 4. 2 知 ,只 需 证 明 
S ROEM: ~ Hom,,(S'M,S'R) 
定义 
q:S Rx M' — Hom,,(S'M,S'R) 


(p Lf. Vse S.feM, 


—-— tn 


uil - IUD. ymeM eS, 容易 看 出 9 为 完全 确定 的 R- 双 线性 


映射 。 因 此 ,由 侈 的 泛 性 质 知 , 必 有 R 兄 同 态 及 使 下 图 为 交换 图 
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PRE RRAW K。 群 分 解 与 类 数 ( 8 19) 


S^ RxM* 4 Hom sag (S M, SR) 
Q -一 一 
一 一 h 
S"RGgM* 


hC-OD-—-f. YsES,fEM'. 
(1) 先 证 是 单 的 (注意 STROM 中 的 元 素 都 可 表 为 二 @f 形 )， 


4—f-0,€S.f€ Mr" , 则 由 9 的 定义 可 知 女 z 一 0, 即 有 weES 使 


fd so f/m) 0, HAMEL g. gM Al, ALS Mo On om) 于 是 有 ES 使 
s;f(m,)=0, AIL AD sis: f (M) =0, t $152'5,/ 0, FE 


~ @f= 2 5 OL yoy 5 Ose Qf = 0 


$8182 S51 52 ** 
AW h ERK. 
(2) WE h 是 满 的 。 
考察 下 图 ,其 中 o:R 一 S ”FR 为 标准 同 态 ,BE Hom, M,S"R), 


Y m= yam, € M,j € R,id f d -4 st = 52" «s, ， 则 
mn. — tia mj 
g P 1 )— 太一 ) 
= Xa C2) 
=Satt=T,reRses 


5 


定义 
B:M — Imo 


m |- git = 2 
1 S 
WAHM 同 态 。 因 此 ,由 MEP,M An GAM WA f:M—-R fgg Le 
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—(m),Vm€M, Tr 


ftm) _ Lgm) gy _ gm 
7 = -R = BCTO = o VmeM 
由 此 知 
p= f -AhC- Gp. VBE Hom,"»,(S M, S` R) 
Bp À EWR. B 


由 上 面 证 明 中 的 (1) 立 得 如 下 推论 

推论 19.1 i R€ CRing, ME f. gr 驶 , 则 有 单 同 态 S CM" ) 一 (S77! 
M)*. 
HEC 引 理 中 的 条 件 MC f. g. PM 可 放宽 为 MEL p. SUUS PR GR 
(相关 )R- 模 类 ), 见 [ Rotman,1979], 

引 理 19.3 设 RE Ring, Mij 

(1) VMErM, FREER SH Ganke (AM) 仍 定义 为 dimF@M) ; 

G) M=0; (iD Mp=0, Y PE SpecR; (iii) Mp =0, V PE MaxR, 

(2) VMEF. g. P.9t, M—0&rank(M) =0, 

证 (1) 之 (2) 是 显 见 的 (注意 VMET g. PRM, rankp (M) nM, 


(1) 中 (一 (0) 一 (iii) 是 显 见 的 ,只 需 再 证 (iii) 一 (iD。 
设 (iii) 成 立 但 M 关 0, 则 有 OAmeEM fii Ann(m) = {rE RI rm=0} ÎR 
( 因 1k € Ann(m)). FA PE MaxR ffi P DAnn(m), HB Mp =0 A= 


0 FEA te RAP fii tm =0, Bl t€ Ann(m) x5 té PDAnn(m FR. O 
5|$2 19.4 ik RE CRing,.M,NE,M, PE SpecR , Ml 
(1) (MON ) p=Mp ON p ; 


(2) (MÐN) 一 M DN;,, 
(3) rank» (MQN ) =rankp (M) * rank (N), YM, NE f. g. PRM; 
(4) ranke (MQ@N) =rankp(M)-+rankp(N), 
证 $ S=R\P, M YXERM, X =S X-—S ROX, FRA 
R 
(M Q9 N) p= S'RG (MQN) ~ (S'R co M) Q9 N 
~S'*M@QN=~S'M®S'REN 
e QS RQ 
=~ S°M@S'IN=MpQN>p 
SR Rp 
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第 五 章 交换 环 的 K。 群 分 解 与 类 数 (》19) 


(MOD N)p= SRO ME N) = S'RQM OS RON 


=~ S'M@QS'*N = Mp @ Np 
BC 1), COE, 
4% M, N€ f. g. PRM BE. rankp(M)=m,rankp(N) — n, W h S 4 知 
Mp 二 R$ ,Np 二 R%。 于 是 由 (1),(2) 知 
(M Q9 ND» = Mp QN, = e ORE ORE. 


(M QD ND» = Mp BD Ne = R} Ri = Rẹ” 
由 此 知 | 
ranke (M CO N) = mn = rankp(M) * rank; (ND, 


rank (M @ N) = m+n = rank (MD + ranks (ND 
即 (3),(4) 成 立 。 [] 

RED ”用 引 理 19.3 中 对 VME xr, ranks M = dimFCOM 的 定义 以 及 
上 述 (1),(2) 之 证 ,以 FQ ft S RG 可 证 (3),(4) 仍 成 立 。 

1971 年 W. V. Vasconcelos 曾 证 出 :交换 环 上 有 限 生 成 模 的 满 自 同 态 
DA B EHL McDonald, 1984 D, XIE HI E fg Noether 模 , 满 自 同 
态 也 都 是 同 构 ( 见 [LBerrick,2000])。 我 们 用 上 述 引 理 可 得 如 下 结果 。 

推论 19.2 it RE Ring, M,NEf.g. PRM H rankp (M) = rank, 
(ND, V P€ MaxR, 则 任何 R-RAS f:M -> 六 都 是 同 构 。 

证 PH N€P&49 5 f iile] sn 

M =~ Kerf DON 
于 是 由 引 理 19.4 得 (注意 MEF. g. Pt Ker f € f. g. PASO 
rankp (M) = rankp (Kerf) 十 rankp(N) 
因此 有 rankpKerf=0, V PE MaxR, Bill Ai, rank Ker f 存在 且 为 0( 注 意 
任 一 素 理 想 都 含 于 某 一 个 极 大 理想 之 中 )。 从 而 再 由 引 理 19.3 又 知 Kerf 
二 0, 即 f 为 单 同 态 。 故 SARA. O 

由 以 上 引 理 我 们 可 给 出 定义 Picard 群 的 基础 性 定理 。 

定理 19.1 设 RE Ring MEM N FRZ EM: 

(1) MEf. g. PRM H rankM— 1; 

(2) M* QM —R; 

(3) 有 Ne€49n f£ NOM —-R, 

在 上 述 条 件 成 立时 ,使 NOM 二 R 的 NM， 
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证 (1) 二 (2); 由 (1) 用 引 理 19.2 知 rankM* 天 1。 再 由 引 理 19. 4 知 
rankC M* @M)=1. 4 
g:M' QQM—R 


f C9 m H fon) 
(Imgztr MD Fro M 的 迹 理 想 (trace ideal) )。 由 推论 19. 2 知 为 证 (2) H 
需 证 g 为 满 同 态 。 事 实 上 ,YPE SpecR,g 诱导 出 Rp- 模 同 态 
gr:(M 69 MD, > Rp 
f C9 m fion) 
> 


: 5 
由 引 理 19. 4 知 ,在 同 构 意 义 下 可 认为 这 个 同 态 是 
gp:Mp Mp => Rp 
但 Rp 为 局 部 环 , 因 此 Mp» M; € f. g. P, 路 都 是 有 限 生成 自由 的 。 又 
rankp (M) — rank; M" ) 一 1。 因 此 ,可 邻 Mp 的 基 为 m1。 于 是 YmE Mp,m 
可 惟一 地 表 为 m=rm。 取 f€E Me E fm) —r,W| fim) 1€ trCMp). 
由 此 知 gp WRIA. V PE SpecR. 由 推论 4. 1 即 知 g 为 满 同 态 。 
(2) 二 (3); KR N=M* Bay. 
(3) >): 由 (3) 可 令 


' h h 
NQM- >R- > MQN 


HS hi (1)— 2m, CO n, sM; € M ,n; < N。. 记 下 图 中 实 线 表 示 的 同 构 之 合 
成 为 a( 仍 为 同 构 )。 


h,@l 
M —> RƏM —*'(MerN)orM 
. Z 
Y" ale ^ 


rg 18 h2 
R'-—3-M y MOnR ~<a M@r(N@r M) 


则 容易 看 出 


a(m) = ihi; CO m)m, 
j=l 


定义 两 个 R- 模 同 态 
B:M 一 R” 
m | 一 (ho On Co m) ，… , hs (n, GO m)) 
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第 五 章 ”交换 环 的 Ko 群 分 解 与 类 数 (》19) 


¥:R" 一 M 
(ristar) [> rnm fee trim, 
则 有 Yo -—lsx. BEA MAR" 的 直 和 项 , 即 ME f. g. PA, AA N 
€ f. g. PRM. 
X ,VP€SpecR,H (3) 
rankp(N) » rank; (M) = ranke CN CO MD 一 rankpR = 1 
因此 rankpM=1, V P€ SpecR, Ef rankM=1, B C) sr, 
当 上 述 条 件 成 立时 
N=R@N = (M* QM) CO N 
= M^ Q (NOM) — M* COR — MC C] 
由 定理 19.1 即 可 定义 Picard 群 如 下 : 
定义 19.1 i R€ ZRing. M € 43Jt iji i£ sg 38 19. 1 三 条 件 之 一 , 则 称 M 
AAT i R- 4 (invertible R- module). i2(M) > M 的 R- 模 同 构 类 , 且 记 
Pic(R) = (MD | MC f. g. Pet, rankM = 1} 
在 运算 
(MD OND = (M CO ND 
ZF,Pic(R) A Abel BÉ, HA R 的 Picard BEC AR) —1, M»)! = 
(M*)). | 
Picard 群 在 交换 代数 与 代数 几何 中 都 有 重要 的 应 用 。 今 后 还 将 证 明 ， 
对 整 环 (比如 Dedekind 环 ) , Picard 群 与 理想 类 群 是 同 构 的 。 
由 于 同 构 必 为 稳定 同 构 , 由 上 述 定义 已 可 看 出 (注意 RE CRing 时 ,K。 
(R) 为 (交换 ) 环 ,其 乘法 由 LP」* LQ 二 LPCQj] 给 出 ), 下 述 命 题 是 当然 成 
ZH. 
命题 19.1 ix RE CRing. WARAS 
Pic(R) — (Ky 090 
(M? > [MI] 
下 面 我 们 将 证 这 个 同 态 为 单 同 态 , 从 而 可 得 到 一 系列 有 意义 的 应 用 ,这 
里 需 注意 LMJ(CM 的 稳定 同 构 类 ) 与 (M7 CM 的 同 构 类 ) 一 般 地 并 不 相同 。 
但 下 面 将 证 :对 可 逆 RRO ARH. WRN Re RSE 
一 回 事 。 现 在 先 来 简介 一 下 有 关外 乘法 与 外 代数 的 一 些 基本 知识 ,以 便于 
下 面 的 论证 。 
& RE Ring, ME eM, QM =MQMQ QM (p 个 M 的 张 量 积 ， 
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RAK Be 


BIM BY p RKE), 
N?(M) = (XI 69 X2 & … 

O X, | X, € M, BA i As EX; = X; «QM eg 
(有 时 也 简 记 为 NM). BR A PM =@°M/N?(M) H M W p ZR OPERE exteri- 
or power), “EE A 'M=R,A\'=M, m OQm: 0 9m, 在 人 A*M 中 对 应 的 元 
素 ( 陪 集 ) 记 为 mi Am Ace A m, BRA mimos m, 的 外 积 (exterior 
product), fic 


A M —G AM 
户 一 0 
规定 乘法 为 
Omi A ms A co A m,) A Mpi A my, Ac A my) m A me A 
… Am, A my, Ave A M pyy 


FE ^r ACE CR AE PE) JF 46 , UJ A M 为 R- 代 数 , 称 为 M 上 的 外 代数 (exterior 
algebra) ,有 时 也 称 为 M 上 的 Grassmann 代数 。 可 类 似 地 定义 乘法 @ ,使 


& M —GG'M 
We RAUS LER M ERD KER RM (tensor algebra), BARU: ERKI 
^ M 为 WM 的 商 代 数 。 
注意 在 外 代数 AM 中 , 记 ma,m;,… 为 M 的 任意 元 素 , 由 
(m, +m) A (ni +m) =m, A m+m, Am, 
+m, Am +m Am, 
(后 两 项 与 此 式 左边 显然 为 0) 可 得 
m A m =—m, A m 

又 由 定义 可 知 外 乘 有 交错 性 : 

m Am Ace Am, =0, HR dum j fim, =m, BÍ (1), 
容易 验证 外 乘 有 反对 称 性 

Man ÅA mq A cA Map = €(0)m, Am Ao Am, (1), 
其 中 

e) — t c € A, C BRE) 
—1. o€A, 
(一 般 地 55 FBS RMT BK B OSEE Re 2548. 24 VOALrER,r+r40 即 ChR 
7z2W.—345 8f 8]. ChR=2 时 ,比如 2Z。 中 的 乘法 为 双 线 性 的 ,由 1:1 
二 1 二 一 1 关 0 知 ,此 乘法 为 反对 称 但 不 是 交错 的 )。 
ILS AB WIE: VM NEMA RY 
1&2 


第 五 章 交换 环 的 开 , 群 分 解 与 类 数 ( 8 19) 


A"(MON) — AM QAYN (2) 
但 作为 RR 代数 的 直 和 项 ,在 人 (MOBN) 中 
A'OM ND ~BA'M AN, 


其 中 的 表示 尽 代数 的 反 交换 张 量 积 。 
下 面 来 证 明 关 于 外 积 的 几 条 引 理 ,为 后 面 的 定理 证 明 作 准备 。 
引 理 19.5 it RE Ring, Mc 4S, S Jy R 中 的 乘法 封闭 集 , 则 
S (AfFM) 一 和 和 (CS M) 
因此 
CARM)» — AR Mp. V P € SpecR 
证 由 引 理 19. 4 HA R- 3 [8] F4] 
S (MD WM 
又 显然 有 
a = a lg evry (NM) > N” (SM) 
Ha 为 单 同 态 。 再 由 


yO QOZ e QSM), 
Sy Sp sip 
一 一 Tuo Ate Sf t(sm,—s,m;) = 0> Bm, Bm, o 
5, Is; ts, 
由 此 知 a; 又 是 满 同 态 , 因 此 为 同 构 。 于 是 由 S 尺 模 的 行 正 合 交换 图 ( 注 
E S HEART) 
0S (N2M) 一 S (QM) S) CARM )—>0 


S, 


~ «a ya v8 
0—N^(S M)—> 2 ^(S M)--A£-:,(S  M)—0 
可 用 图 追踪 法 (或 用 [ 佟 文 廷 ,1998] 上 的 结果 ) 补 上 有 使 成 新 交换 图 。 Ei 
5- 引 理 ( 图 右 补 上 两 个 0 到 0 的 零 同 态 ) 即 知 8 为 同 构 。 g 


5[18 19.6 iX RE Ring, 
(1) 设 Me f. gE. RMW Tiso a 为 M 的 生成 系 s Ut] 
A"M = 0, Vnlm 
m 
HY oon Bt AM A ("AER Gn, Am Nx, ISh no <i, <n} 
H 


生成 。 因 此 A"M Ef. g. 435 


代数 理论 


(2) 
A'R” ~ {a €E f. g. Free; Jit. n<m 
0, n lm 
证 CDQO"M PRAA Cr, Qr, Qn Oar, [li vies ium E 
Ak A"M=@"M/N"(M) Hi Ut, Ax, Are Nx, [Ii siz tsi, <n} SA 
ER RFRA Ai, (Ax, =r 时 zx Ax, Ace Ax, =0. nm 时 将 A i 
码 无 重复 的 元 素 按 式 (1)， 排 成 足 码 递增 的 (注意 当 n9 m 时 A 中 元 素 足 码 
必 有 重复 的 ,因此 全 为 0, 即 A"M=0) 即 得 (1)。 
(2) Bt ei = (1,000 OT eye —(0,0, 7.) 为 R” 之 标准 基 ( 注 意 
-RingCIBN, R” —UJdE39 & m 4850) Hi OD L4 n>m 时 , AUR" —0, 
SP n—mfBb.HO)XeAeAe X AUR" HERAT). X 
det; R" X +" X R” > R 


为 m GRAD. BOB HEEL HE AY 尼 线 性 映射 A( 民 模 同 态 ，) 
使 成 交换 图 


QIR m 


- 
"d 


由 行列 式 性 质 ( 将 R" AYER 上 的 m 元 列 向 量 集 , 两 列 相 同 的 行列 式 为 0) 
Al. N” CR") Kerh. HA n VS SER R-RAS h: AUR"-R. 但 detCe,, 
se) —1 Ace, A Ae,)-—det(e,.*.e,)—1, AU el Ac Ae, 750, 
日 对 任意 的 0 关 rER， 

re, A Ne, KO (3) 


因此 n=m 时 ARR) 一 人 (以 el Avs Ae, AEE). 
M nem AT. DEH fe, Ae A^ e, ISh Si Lein Km) A A"R" 的 


生成 系 ( 共 [”) 个 元 素 )， 为 证 (2) ,只 需 再 证 ,该 生成 系 是 尺 线性 无 关 的 。 


事实 上 , 反 设 
Xe, Ao Ne =0, O4n7,., ER 
idi sett, uim (enim Ss. DY e, At Ae SE EXPE H 
CDs 并 按 (1), stig Be MHEG Jesh FURIA ek 
E ren êl Ass Ae, 一 0 
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第 五 章 ”交换 环 的 K. 群 分 解 与 类 数 (、 19) 


HOD. AMER DO). 
引 理 19.7 ig RE .Ring. ME f. g. PR Dè, MI 
(1) A"M Cf. g. Pet; 
(2) V PE SpecR, 记 rank» M =m. YAR 


m 
> MEN 
rankp( A"M) = " a 
0, nm c n 


(3) 34 rankM — m AY, HA 
n 
rank A"M = o 
QO. n « n 
(4) 24 M ABT R- 模 时 , 必 有 A"M=0, V nee, 
证 ADAR, MODN-R' Wy 


ACM N) 一 个 (A’M) Go CAN) = A"M OOD. 
j= 


1 
A"R' € f. g. Free, t C5 | BR 19. 6(2)) 
由 此 即 得 (1 )。 


|. pn zen 


Ci 


由 引 理 19. 5 知 , CAM) œ A"M,, fH Mp € f. g. Free, M, m = 


rank» M =rankMp ,于 是 由 引 理 19. 6 即 得 (2) 。 

(2)2» (32 2» (4) J& AY. 

再 给 出 一 个 关键 性 的 引 理 。 

5| 理 19.8 ix RC ~Ring.M,.N, En 民 - 模 ,一 1,2,… 
2,*.n. HM, CDM, P OM, NICO NS CD ON, , B 

(1) mmn; 


(2) M, COM , CO OOM, = Ny CON CO CON, o 
R R R R R R 


L.] 


证 由 定义 19.1 知 ,可 逆 模 即 常 数 秩 为 1 的 有 限 生 成 投射 模 。 因 此 


m= rank(M, B M. (D Ma) 
= rank N ON, OB: DND =x 


即 (1 7 成 立 。 
由 引 理 19. 7 CAS PL, AM; 一 0,YVRD2, 一 1,2.…:7, 且 
A M: (GG OM,,) = 0, Vim 
于 是 由 (2) 式 可 得 


A"CM, CQ: DMa SZAM (Q COM, B+ BM, )) 
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~ M, QA" (OM; 外 BM,) 
~ x M, Q9 M; co CO Mn 


A"ON, Be BNY=A"N, Be ON, 


~N, CON: Go es CON, 
M ©) M; Q + COM, = NL CONS QON, [ 


现在 可 以 证 明 本 节 的 一 个 主要 结果 。 
定理 19.2 设 RE2Ring, 则 有 瞬 人 同 态 (Abel 群 单 同 态 ) 
i:Pic(R) Ko, (R7 
(M>) EM] 
证 ”由 命题 19. 1 知 , 只 需 再 证 i 是 单 的 。 
BS ELS OD. (N) € Pic(R), ALM I= UNT. ERI n€ : fi 
MÐR œ NOR 


故 


于 是 由 引 理 19. 8 即 知 
M~MORO OR NQRQ = QR=N 
BIOMD —OND, Kik ;是 单 的 。 [ 
由 此 定理 可 得 如 下 两 个 推论 
推论 19.3 it RE Ring, 则 可 逆 尺 模 间 的 稳定 同 构 即 同 构 。 
推论 19.4 iX Rc Ring, M 
(1) 34 REPSF Hf, Pic R0 —Z, X LOE LED; 
(2) 4 R dé Cla] AD EMAI PSF Hay, 
PicCR[ x, zh 一 二 或 1 
证 ”注意 REPSFN CT Ring 时 K (RSI, Z ={41) a2, 由 本 定理 即 
得 (1)。 
注意 ,对 (同调 ) 正 则 环 R, 
Ky (Roa, ,x )) ~ Ko CR) 
由 (1) 即 得 (2) 。 [] 
HEC ”可 以 证 明 ; 若 R Ze CIR AD IE BIER .G, CR) — K; Cf. g. 4300 , Bil 
K, (R> G, (R) ~ KG .R. D 
~ G (ROR ses R, ]. j = 0,1,2, 
( 见 [ Lam,1999 D, 
对 (同调 ) 正 则 整 环 尺 ,可 证 ( 见 [Lam,1999; ]) ;RE UFDePicC RO 1, 
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TER BULA PS iC AR BGR V 的 坐标 环 为 R,RE UFD 正好 表示 着 V 的 
上 维 数 为 1 ATARE V 与 一 个 超 曲面 之 交 . 因此 Picard 群 与 著名 的 完全 
交 问 题 也 有 密切 关系 。 下 面 我 们 来 证 明 ; 对 一 些 概括 广 的 环 类 ,其 Picard 
群 都 是 平凡 的 。 

命题 19.2 设 尺 为 下 述 环 类 之 一 :交换 的 半 局 部 环 ,交换 的 PF 环 ， 
UFD, M| Pic(R) 二 1( 是 平凡 的 )。 

证 设 尺 为 交换 半 局 部 环 , 由 定理 4.1 知 ,有 常数 秩 的 有 限 生成 RB 
射 模 都 是 自由 的 ,因此 可 逆 尺 模 只 有 一 个 同 构 类 , 故 Pic(R) — 1, 

F R AXK PF 环 , 即 一 切 有 限 生 成 投射 民 模 都 是 自由 的 ,此 时 当 
然 也 有 Pic(R)=1. 

£i RE UFD, AF UFD 必 为 Krull 整 环 (Dedekind 环 为 1 维 的 Krull 
整 环 ) ,而 对 Krull BH R,PicCRO —CCROCR 的 除 子 类 群 ) ,对 (同调 ) 正 则 环 
二 者 重合 )。 但 对 Krull &35 RR,REUFD 人 CC(R) 王 1( 见 [Matsumura， 
1989 D, With RE UFD 时 Pic(R)=1, C] 

由 此 命题 可 知 ,交换 的 Artin 环 ,交换 的 半 完 全 环 ,交换 的 完全 环 ,PID 
上 的 nn 元 多 项 式 环 等 环 类 的 Picard 群 都 是 平凡 的 。 但 对 Dedekind 环 ,现在 
已 经 知道 (由 于 以 后 将 证 Picard 群 与 Ko 群 同 构 ) :Picard 群 可 为 任意 的 A- 
bel 群 。 因 此 Picard 群 的 计算 仍 是 非常 必要 的 。 事 实 上 ,Dedekind 环 的 类 
数 这 一 重要 的 不 变量 正 是 其 Picard 群 的 阶 数 。 此 外 对 交换 环 R 可 以 证 明 : 
F Pic(R) 的 非 单 位 元 阶 数 都 不 是 n 的 因子 , 则 R”” 作 为 R- 代 数 的 自 同 构 
必 为 内 自 同 构 ( 即 可 表 为 Q “PQ 形 的 自 同 构 )。 因 此 PiccRO —1 或 无 挠 时 

此 结论 成 立 。 

最 后 值得 着 重 指出 的 是 :对 交换 环 尺 ,我 们 介绍 过 的 或 即将 介绍 的 K。 
(KR) 的 直 和 分 解 都 是 作为 Abel 群 的 分 解 ,并 非 是 环 的 分 解 。 因 此 ,一 般 地 ， 
确定 Ky CR) FEE RE Ko CORO ^ 仍 是 困难 的 。 比 如 对 交换 环 RE PR 3.4 25 

Ko(R) = 2@ Ko,(R) 
只 是 环 Ko CR) IME OE. MEA , Ko (R) = End; (ZOKR, (GR . 18 
求 加 群 的 自 同 态 环 一 般 地 并 不 是 件 简单 的 事 , 因 为 这 种 环 同 构 需 用 分 块 矩 
阵 来 表示 , 即 


End; Z Homz(K, (R), Z) 
Ko (R) = _ =~ ~ 
Homz(,K.CR)) EndzK,(R) 
其 中 
Endzz ~ Z,Homz CZ, K, (R0) ~ K, (GO, 
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3 20 ”交换 环 的 K, 群 关于 
H, 群 的 分 解 


设 RE Ring, Æ $ 4 PX} MET. g. PR 以 我 们 已 定义 了 一 个 秩 函 数 
Yba:opecR — Z 
P | ranke CM) 
并 对 SpecR 的 Zariski 拓扑 (1D(r) =} PE SpecRlIz P, YrER XEFE 
基 ) 与 - 的 离散 拓扑 ,证 明了 rku 为 连续 函数 (因而 也 是 有 界 的 ,因为 SpecR 
是 紧 致 的 ) ,更 一 般 地 , 记 
H CR) = (fiSpecR 一 | | 连续 }( 也 可 记 为 XZ 或 C(SpecR)) 
并 规定 其 运算 同 函 数 运 算 
Kf gsCfÉfd4-gYOP) = f(P) + g(P), 
fe:(fg)(P) = f(P)g(P), V P € Speck, f.g € H,CR) 
容易 看 出 ,此 时 HH, CR) © Ring, MW R 的 H, 环 (对 加 法 称 为 R WH, Bb. 
i 9:R 一 S 为 环 同 态 . 定义 
H,(¢):Ho(R) — H, (S) 
gl-29' 


Spec R P” SpecS 
Pd 
Pd 
"d 
NL (44 99*e Ho) g) 


其 中 p` = Spec(¢) iSpecS—SpecR fÈ e^ (QQ—9  (QQ, V QE SpecS( AF 
Hie ”(Q)ESpecR), 则 9 为 连续 有 映射。 事实 上 Spec: Ring Top WR 
变 函 子 ( 对 非 交 换 环 SpecR 未 必 为 反 变 函 子 。 比 如 王 为 域 时 取 尺 WFC 
P) E-fBABPERR. S= FU (EIR ,O, € SpecS) i RS 为 包含 同 态 时 Ok = 
i (Os) ,但 Og € SpecR ,因为 

i -J«R. A! — 0,BA x0 
0 0 


Bl A+ ACCO, ,但 AZOr). 容易 验证 在 ZRing rH. 


a= 
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H ,(#) 


R ? S => HR) Ho(S) 
v 
Ve Haly HPH pp) Holp) 
T Ha(T) 


HHGO-ly us. TASTE TAMH. 
命题 20.1  H,;.Ring— Ring 为 共 变 图 子 。 
下 述 命题 给 出 Ko (R) 8) Ho (R) 的 环 同 态 。 
命题 20.2 设 RE Ring, 
(1) 有 环 同 态 
rk: Ky CR) — Hy CR) 
[M] |—> fm = rkm 
(2) id rK, CR) =Ker(rk) , Wi 
rk, CR) — ((MI—INI € Ko(R) | rank» M 
= rank» N. V P € SpecR} 
= ([[MI—L[R"] € K,CR) | rank» M 
= n Z2 0, V P € SpecR} 
证 只 需 证 (1), 因 为 (2) 是 显 见 的 。 
C1) 先 证 rk 是 完全 确定 的 映射 。 
BLM I= LN]. RIE n fÈ MCR"~NOR". AI fu = fy A rk Æ 
完全 确定 的 。 
再 证 明 rk 保持 加 、 乘 运算 的 对 应 (保持 单位 元 对 应 是 显 见 的 )。 事 实 
E. 
rk (LM, ] +- LM; D =k (M, PM: D = fy em, 
而 
fumam, (P)= rankp(M, DD M,) = rankp(M,) + rankp(M, ) 
= fu P) + fu, (P), V P € SpecR 
BU fas gan, m Su, fan 
rb M, +M: D = r&OM; D +k (LM: D, 
VM,.M, C f. g. PRM. 
[i] 38 FH C918. 
rk LM; JL M, D = rk (LM, CY M; J) = Ím ©, = Ím, ° Iu, 
= REM Dr&CLM; D. VM, -M: €E f. g. PRM [| 
下 面 我 们 来 证 明 :rk 是 函 子 K, ,Ho 间 的 一 个 自然 变换 , 即 
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命题 20. 3 对 RE .Ring.r£ 是 果子 Ko » Hy 间 的 自然 变换 。 
证 设 9g:R 一 S 为 环 同 态 , 只 需 证 下 图 为 交换 图 。 


rk 


K, CR) H, (R) 
K, o j Hoe 
rk 
K,CS) H. (S) 


由 
H.g* rk (CMJ) = Hog fu) = Jp ， 
其 中 ge” =Spec(¢). 
rk » Kee [MD = rk (LS OMD = f scu VMc f. g. PRM 
知 , 只 要 证 明 
Json Q) = fue” Q), V Q € SpecS 


fsom (Q) = rankg(S CO MD = rank(S co M)o 
= rank(Sg co 3 Co M) = rank (So CO MD 
id P= '(Q), Ml 
fue’ (Q)= fuCP) = rankp(M) = rankM, 
= rank(Rp CM) (自由 Re- 模 的 秩 ) 


rank(So CO Rp Co MD 
Rp 


rank (So CM) 

由 此 即 知 欲 证 成 立 。 [] 
注 DD ”命题 20. 3 n EJ Jj CUL Swan,1968 D: i R, S€ Ring, A X 

R- 代 数 日 A € f. g. POL A  S- FOR LA Ef. g. PM, h: A >A HAA o: 

R-—S 上 的 代数 同 态 ( 即 有 交换 图 


I|- 


l 


A A’ 
i 4 ^ i 
R S 


其 中 i 让 为 分 别 为 R- 代 数 ,S- 代 数 定义 中 的 标准 同 态 ), 则 rk 为 函 子 Ks , Ho 
间 的 目 然 变 换 , 即 有 如 下 的 交换 图 
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a 


rk 


K, CA) H, (R) 
K, A Y Hoe 
K,(A’) k H, (S) 


HQ 若 在 -Ring 中 p:R ->S 为 环 满 同 态 ,不 难 证 明 : 

(D Hoo 为 满 同 态 e S 中 的 任意 正 交 短 等 元 f1,… ,了 可 提升 为 R 中 
的 正 交 短 等 元 er ete, CBN geo fmm 

(2) Hie XT eere 中 无 非 零 的 寡 等 元 (如 S—R/radR, e 为 标 
准 环 同 态 , 其 中 radR=VO= [l| Po 

(3) ERS 都 为 连通 环 , 则 Hoo 为 同 构 ; 

(4) H。 保持 ( 环 的 ) 有 限 直 积 (下 和 )。 

MAY ECHL McDonald, 1984 |) 

rK(R= A, Ker(K; (R) — Ky (Rp)) 


= JOK,CR)) = rad( Ko CRO) 
下 面 给 出 Hv,(R) 中 任意 元 素 的 性 质 与 作用 ， 
命题 20.4 ik RE Ring, fE Ho (R) i SpecR— £. WA mame ,11 人 
- 使 
(D Imf= in 7:77 nN,}, 即 f 的 象 必 为 有 限 集 ; 
(2) 了 1(n,) 为 SpecR 中 的 闭 开 集 ( 既 是 闭 集 又 是 开 集 ) ,j 二 1,2,*… ars 
(3) XE IIR, f a HDC) 二 12 


(4) SpecR= U DOO APPR EGO H. R= L; 

(5) R XÑ S r=1. V fE H.R). Ale Ho CROZ—z5 

(6) 4 R'BISIEAESEIL ei ense 使 ] — e, +e +t +e RA LX 
应 于 f HES BSLOR) A DOA D =DRe,) j =1l,2 tro 

证 由 了 /的 连续 性 与 12) 为 亏 ( 带 离散 拓扑 ) 中 的 闭 开 集 ,Y2zE2, 印 知 
(2) 成 立 。 即 £^ GOW SpecR 中 的 闭 开 集 ,注意 Speck 7H JE m 

SpecR =U f @) 

但 在 $ 4 中 我 们 已 知 SpecR 为 紧 致 的 拓扑 空间 。 于 是 Speck 有 有 限 的 子 开 
覆盖 ,因此 有 含 开 集 个 数 最 少 的 子 履 盖 , 即 (1) 成 立 。 

记 了 = N P,AWILAIRA Sf’ ™)=DC,). MORZ. 


Pes Cn) 


nén Bt fn Af) Oy) = S FEC BME. CA) MAIS) BOE 
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再 由 (4) 又 知 R= LOLO Ol, (BS 5H 4.5 证 明 中 的 第 一 段 ), 于 
是 (6) 成 立 。 [| 

由 此 命题 与 命 4. 10 立 得 如 下 推论 

推论 20.1 设 RC .Ring. 

d) 当 尺 连通 时 ,HGCR) 全 三 且 有 限 生 成 投射 尺 模 都 有 常数 秩 。 

(2) 24 K, (R) 无 同 构 于 .的 直 和 项 (比如 KK,(R) 为 挠 群 ) 时 ,H,(R) 二 
县 有 限 生成 投射 RRRA RRR. 

在 命题 20.4 的 基础 上 ,可 给 出 如 下 述 引 理 所 示 的 Ho (ROA Ko CRO BS 
环 同 态 。 

引 理 20.1 RE Ring, 则 有 环 同 态 

0.H, CR) — K,CR) 


fe LRe, | 
其 中 1==ej 十 … 十 e, 为 1 对 应 IF 太 的 正 交 寡 等 元 分 解 ， imf = (nmn. 


n.) 。 
证 先 证 明 9 是 完全 确定 的 映射 ,事实 上 ,注意 7 是 由 了 惟一 确定 的 ， 
设 lse tete, 也 是 1 对 应 于 f 的 正 交 知 等 元 分 解 。 由 1 一 1.，1 知 ， 
| = 2 ee, 
仍 为 1 KERRAT E ERRA k 加 细 ) 。 于 是 
Re; 一 Reiel B+: Q Ree’, 


从 而 有 

[ Re; | = [Reje, ] + +++ + [Reje,] 
因此 

?n;LRe, | 一 375375 
同 理 知 

2 nl Re: — 37534 e. 
于 是 


> [Re ] 一 Sn [Re] 
BI 0 是 完全 确定 的 映射 。 
仿 上 ,VfgEH,(CR) 经 加 细 后 有 公共 的 正 交 寡 等 元 分 解 ;1=e 十 e + 
roe tig ;使 
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r 


0f) 一 SX m [Re], | 


1 一 】 


0g) = > mi[Re] 
因此 有 


0Cf A4-g)— So, + m,) Re, | 
| 


m 


= 2 n [Re;] 十 >X yn, [Re,] z 0(f) + 0g) 
1—] 


;i—l 


再 由 ee stes 的 正 交 需 等 性 知 


Fe,， i=j 
Re, CO Re, = 
R 0, ÆJ 
HAEE h AOE [8] P4] SCF XT ORY OP BC ED) 2 OC fg) — 0€ PA(g). X. 
01) = [R] 
为 K,(R) 的 单位 元 , 故 0 为 环 同 态 。 o 
现在 可 证 
定理 20.1 设 RE Ring, 则 有 Abel 群 (-- 模 ) 的 直 和 分 解 
Ko CR) = Ho CR) rK CR) (1) 


证 ”考察 环 K,(R)S H.GO RUE, WA SE Abe 群 ) 正 合 列 
0— rK, CR) >K, (R) —> Ho(R) 


其 中 fu 使 fu(P)=rankpM, V PE SpecR, 由 此 可 看 出 :只 需 证 明 rk 为 满 
可 裂 的 。 这 归 为 证 明 rkRO= mm :Ho(CR) 一 Ho(R)。 即 对 YE Ho(R), 设 
了 对 应 的 正 交 戎 等 元 分 解 为 1=e te dee f(P)=n,,V PE D(Re,),j 
=1,2, e r RUE rk(O( S= f. Bl rRCOCf)): Pn, V PE DCRe j=l, 
2 ,…… ,7。 

事实 上 ， 

R —6 Re, 

因此 Re, €f. g. PSU H rank, (Re,)<1 ,VY PESpecR. 

更 一 般 地 . 令 M= 《msm,) €f. g. Pet. Æ rank; M =0, BI Mp 


—0. hEm —0€ Mp. 因此 有 s, € R\P E sym, —0., 取 s= sss, s DU 


SM—O.H s€ R\P, 即 sE Ann MEP, FRE PED(Amm(M))。 反 过 来 , 若 
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PE D(Ann(M)), BP Ann MEP, WA sc Ann MNP, FRX YmEM,t 
€ RAP, 


i st 
B] Mp 一 0, 因 此 rank» M —0, AIA 
{PE SpecR | ranks Re; ) = 0) = D(Ann (Re, )) 


m sm 
“a Xung 


= D( Re, + ++ + Re,) =U DCRe,) 


但 
SpecR = NU D(Re;) 
于 是 
l, P c DCR 
rank» Re) = | Se 
0, P fg D( Re) 
同 理 知 
l, P € DOR 
ranks (Re,) = | c i 
0, PE DCRe,) 
而 
0Cf) = >on, [Re,] = [Ge BD Ge]. 
j=} 
rankp((Re,)” 中 "et 中 (Re, )") == H,’ VP c DCRe;) 
因此 
rk CCP»: P |— nj, VPE D(Re;), j= 1.2,-,r [ 
由 上 证 可 得 


推论 20.2 idt RC LRing. MC f. g. PRM, Bü] 
(P| P € SpecR,rank;M = 0} = D(Ann(M)) 

H4 V(Ann(M)) BAM 的 支撑 (支柱 ) (support)。 

推论 20.3 iz RE Ring, M] 

HCR) = <{fu | ME f. g. PRM})z 

即 作为 Abel ECZ), Ho (R) A h {ful ME f. g. PADO A p. EC R 
连通 环 ( 此 时 VMEf. g. PRM, M 有 常数 秩 ) 时 有 环 同 构 H,(CR) 一 三。 

推论 20.4 (1) 引 理 20. 1 PARAS 9 为 单 同 态 。 因 此 H,(R) 可 看 
成 Ko. GO BL EA, 

(2) 命题 20.2 中 的 环 同 态 rk 为 满 同 态 ,因此 

H,(R)&Ko(R)/rKo(R), 
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下 面 我 们 来 证 明 
定理 20.2. ik RE Ring 为 连通 环 , 则 
(1) H,CO-—Z(G& Abel 群 疗 构 ,也 是 环 同 构 ); 
(2) K,(R) 二 rK,(R)(Abel FEA). 
因此 Abel 群 K,(R) 的 两 种 分 解 : 
K,(R) ~ Z@K CR) 
K (R) ~ H,(R) DrKRR) = QD rK OQ) (1) 
是 一 致 的 。 
证 由 推论 20.3 知 ,只 和 需 证 (2), 为 此 考察 ; 吕 中 的 行 正 合 交 换 图 


0 ——— Ko(R) 一 Ko( KR) 0 


i 
Y 


0 —— rK,(R)—— Ko(R) —— HoR) — 0 


h ANÉ Ex Ca A, [ 436 ££ 1998 DADUÉE Zi e] s 使 此 图 仍 为 交换 图 。 于 是 
由 五 引 理 即 知 及 为 2- 模 (Abel 群 ) 同 构 。 口 

我 们 已 经 知道 交换 局 部 环 与 整 环 都 是 连通 环 ,不 可 分 解 RR M RP M 
无 非 平 凡 的 直 和 项 ) 的 自 同 态 环 EndkM 也 为 连通 环 。 事 实 上 可 证 :M 不 可 
分 解 会 EndM WHS RA 0,1。 建 议 读者 自 证 或 参看 [ 余 文 廷 ,1998]。 

由 上 我 们 已 看 出 在 Abel 群 (六 模 ) 的 直 和 分 解 式 (1) 中 9 为 第 一 标准 单 
AS rk 为 第 一 标准 满 间 态 , 记 第 二 个 标准 满 同 态 为 x:Ko(R) 一 rKo(R)。 
则 有 二 模 中 的 可 裂 正 合 列 

0 > H, (R) — K, (R) TrK(R) > 0 
注意 到 ”Ko(R)<KoCR) 知 (1) 中 的 第 二 个 标准 单 同 态 rK CR) > K, (R) 
即 包含 映射 。 于 是 有 Abel 群 的 分 解 
K, (R) = 6CH,(R)) 申 rK, CR) 
由 此 知 .VLM]EK,(CR) 都 有 惟一 表示 式 
[M] =A N+[N] [R], rankN — » 220 

设 对 应 于 f AS ITE ORES ITA AE le, tette, f DGRe Q2) =n, UA 
引 理 20.1 知 


Of) = > jn Re;] 
pol 


于 是 
195 


代数 天 理论 


[N]—[R'] = [M] — »;L Ge," ] 
了 一 | 
注意 R’=(Re "Ds aeo mm 


[LN] =[M] + SG) 


因此 可 取 n= maxi, NN — MC Ge ^) BE 
$2205 设 RE -Ring, 则 有 Abel 群 的 可 裂 满 同 态 e K GO rK 
(ORO fili 
m({ M ]) = [M]—@f) —INJ]—L[R'], VM c f.g. PRM? 
其 中 N 可 表 为 N=MB(B(Re)"™ )n— maxi, ,对 应 于 f= fe BIE CHE 
等 元 分 解 为 1 一 e tet te, YR 为 连通 环 时 N — M, 


$21 Ko 群 到 Picard 群 的 行列 式 映 射 
与 整 环 的 Picard 群 


本 节 中 均 设 RE -Ring, 若 M€ f. g. Pt. rankM =m, Hi E WM) — 
[R"]C rK, (R). X t $19 AL A"M € f. g. PRM A rank A"M — 1, Ast 
A"M AB R- B3, BUE C A"M) € PicR, 
4 LMJ—LR" I-[Mi ]- LR" ], rankM, =m, WA 
[M ÐR" |= (M, PR" 


于 是 有 s 宇 0 使 
M@R" = M, Q R" 
AR mtm +s (ROP RE FES 19 的 公式 (2), 省 写 值 为 0 的 项 , 则 得 
A" (M BR") 
=> A"M e ADUCR"U =~ A"M COR = \"M 
间 理 知 
Art (MDR"™)~A”"M, 
因此 A7"M 人 AM BECAM) = AM )。 这 样 ,我 们 就 得 到 一 个 完全 
确定 的 映射 
t:rK,(R) — Pic(R) 
[M|]—LR"] > CA"MD 
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注意 ,VY (MM )EPic(R),[M ] 一 [RJErKo(R),A'M =M ,于 是 
[M] — [RI = M’) 
由 此 知 c 为 满 映射 。 
Mik M. Ef. g. PeMsrankM, =m: WCM: ]—LR"* J€ rK, COO H. 
c [MJ—-[R"]--[M;] - LR" D = [M O M: ]— ER" }) 
= (AUS CM Ð M2)) = CA"M QA” M2 > 


(A"M)< A" Mi) 
= 7([M]—LR” ])c(LM, ] —LR™ J) 
于 是 我 们 得 到 
引 理 21.1 有 Abel 群 的 满 同 态 r:rK (R) >Pic(R) 使 
c«[M]—[R")D = A"M» 
将 命题 20.5 与 此 引 理 合 起 来 , 即 得 
命题 21.1 RE Ring. MA Abel ZR A 
det = m; K, (R) »Pic(R) 
[M] > (A"N) 
其 中 rn, N 如 命题 20.5 所 示 。 当 R AEM. N =M. 

这 个 满 同 态 det PRATT FY KARAT (determinant map), MPABM AL 
可 由 下 例 看 出 。 

8/1 tw RE Ring.M=R”. M] fue H.R) ARIA RR: fu P) =m, 
V PCcSpecR, 此 时 dett | MD —OA"MD —COA"R"»—(R»5, 

B A1,A;,…,A, AMER” ZSEK,A,CR" MA, Ae ANA, A"M 
>R ZB. W Am=CA A, ER" WI An HEESE esen DR] 
的 演化 矩阵 。 令 e Ac A enm=l = Detle 6,2. M A, A A A, =DetAm € 
R' 即 通 常 的 行列 式 。 它 给 出 了 R 的 基 , 事 实 上 完全 确定 了 了 det(LMJ) = 
(R). R 为 域 时 ,可 令 e Acn Ae, =a40, JKR A A AA, 为 通常 行列 
HA a 倍 , 即 广义 行列 式 。 

从 另 一 个 角度 看 ,由 于 这 里 的 AM 一 R,VY f€ End; M. A” (F) € Ends 
A"M=R,ATFLA A" CA ER, iE Bourbaki 意义 下 的 行列 式 定 义 。 

REO 虽然 可 看 出 VFEf.g. Free 9t.| F] € Ker det, A m Z< Ker 
det, 求 Ker det 仍 是 一 件 困难 的 事 。 即 使 在 R 是 连通 环 时 ,上 述 的 N—M, 
冲 题 转化 为 由 和"N 二 R,N Ef. g. Pet, "fep xg N 的 结构 ,这 也 是 困难 
的 。 

容易 看 出 当 R 为 连通 环 时 ,定理 19.2 中 的 Abel 群 单 同 态 i.,Pic(R) 一 
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(K, (R)) 与 命题 21. 1 中 的 det 满足 det，z 一 万 。 但 不 能 够 由 此 断言 : 
Pic RO fal fF. KR) 的 一 个 直 和 项 ,因为 (K。(CR)) ( 简 记 为 Ko ORO ^ ) FFE 
K。,(R)( 加 法 群 ) 的 子 群 。 我 们 将 在 下 节 对 Dedekind 环 给 出 圆满 的 答案 。 
思考 题 :什么 时 候 det LM, OM: ] = (A™M,)<A™ Mj, V M; € f. g. 
P&99t,rankM, —m,? 此 时 能 否 推出 K,CRO ^ ~Kerdet@Pic(R)? 
关于 Pic 的 函 子 性 ,我 们 有 
命题 21.2 Pic: Ring -G 为 共 变 一 子 。 
证 在 -Ring 中 任 取 环 同 态 g:R>S, EX 
Pic(g):PicCR) — PicCS) 
(MD | 一 (S@M)(= (S@M)) 
由 Pic(R)< (Ky CR) , Ko (g) 为 环 同 态 , 再 注意 到 对 可 道 R-EE MOM) = 
LM], BI A] 
Pic(g) = Ko (g) | pecry 
因此 PicCg) 为 完全 确定 的 映射 。 容 易 看 出 Pic(g) 又 是 群 间 态 。 
再 直接 验证 函 子 的 其 他 条 件 ( 保 态 射 的 合成 , 保 恒 等 态 射 ), 即 知 本 命题 
成 立 。 LJ 
命题 21.3 det: K,— Pic XAF K, 5 Pic 间 的 自然 变换 。 
证 在 -Ring 中 任 取 环 同 态 g:R 一 S$S, 只 需 证 明 


Keg 
Ko CR) Ka (S) 
det ył Y det 
PicC R) - Pic(S) 
Pic g 
为 交换 图 。 事 实 上 YELM]E K。(R), 用 命题 20.5 中 的 NC M 确定 ) 与 命 
题 21. 1 直接 验证 即 可 。 E 


注 包 ”可 以 证 明 ( 比 如 见 LBass,1968]): 设 RE2Ring, 则 

(1) 当 MaxR HRI 的 Noether 空间 (比如 R 为 Noether RH K. 
dimR<1, # Hil Hh. R 为 Dedekind 环 ) 时 ,qdet:rK。(R)->Pic(CR) 为 群 同 构 ， 

(2) FRE SSH. 

Ca) det:rK, CO Pic RO ARIAT; (b) A PE f. g. PM A rankP= 
r WW) PSA POR (稳定 同 构 );(c) 有 常数 秩 的 有 限 生 成 投射 民 模 必 为 
可 逆 R- 模 的 (有 限 ) 直 和 ,有 生 对 任意 的 可 首 RB M,N, MPN §(MQN) QD 
R。 由 此 结果 可 知 ; 对 Dedekind HR. V I.J 4] RIJS dQJ KXDBR-IJG 
R( 在 3 22 将 给 出 直接 证 明 ) 。 
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下 面 我 们 讨论 整 环 的 Picard Rf. 

iRABHF=Q(R)ARDARRM PEeMAVIGCR.I REF 
的 R- 子 模 , 记 为 I 二 FF。 先 来 证 明 

命题 21.4 设 R 为 整 环 , 则 

Pic(R)= (MD | M Jg] 3 R- Sj 
= i(MDIOZMCOC f. g. PIU H M —F ] 

证 (C) HOW € Pic(R), BI M AO R- Ei, d sg X19. 1 与 定理 19. 1 
All OZ MC f. g. PRM, RAR AEM OC SpecR HM, S&R, =F, FEER E 
同 态 


为 单 射 , 即 知 Pic ROC (OM) [07 M € f. g. PM A MF). 
EKET =0 e A 0O4tER fi tm =0. (H MC PRMC 

Flate 而 整 环 上 的 平坦 模 都 是 无 挠 的 。 因 此 六 =0, 即 f 为 单 射 。 
(2) 再 证 反 向 包含 关系 。 设 M<F HOAMEL g. PerM, (EOE MN 


10} ,定义 
gib M, 


Lop. (yy (an tb. Fy) 
H S u S 


lir 


g LL ) = (— 
U; S 


Vu = CL) m LT 
ü 5 


=g) 
这 说 明 g 为 完全 确定 的 映射 。 又 可 直接 验证 g 为 R- 模 同 构 。 于 是 F-—M,, 


Bl rank, M—1, fH R AWM. Ai rankM=1, FÆ M Xn] R- HR, di 
BPA <M) LOME f. g. PRM H. M<F SPic(R) ,从 而 命题 证 毕 。 a 
由 于 YIS%R,T<F, 可 将 理想 的 概念 推广 如 下 。 
定义 21.1 设 R 民 为 整 环 ,上 =QCR) 为 尺 的 分 式 域 。 * OZM-F AA 
OAT IR 与 cEF fi M—cJ MEM AR 的 分 式 理想 (fractional ideal) , 记 
为 MEEFICGR) 或 简 记 为 MEFI。J= 尺 时 , 即 M=cR 形 的 分 式 理想 又 称 为 
主 分 式 理 想 , 记 为 ME PFI(R) 或 ME PFI。c 二 1 时 , 即 R 的 理想 又 称 为 整 
199 


代数 下 理论 


EB. 
由 定义 知 ,FI(C2 =Q' G0, VOxEn€ ZCZ 中 的 理想 都 是 主 理想 ,可 表 


如 (n))。 因 此 Z 的 分 式 理想 都 可 表 为 (一 ) 一 一 之 一 人 10 天 rsEZm GE 了) 


之 形 , 此 时 FI(Z) 二 PFI(Z), 但 一 般 地 ,FI(R)={c] | VOAT 4R, EFD 
PFICR)={cR|IcEPF' }, 

对 分 式 理想 可 作 如 下 刻画 。 

命题 21.5 wRABH,F=Q(R)AR BUE AUR OAM —F M FÈ 
各 点 等 价 : 

(D; MEFI; 

IA a EF lfc. Md R ao MCR); 

(2) 0O4dER ffi dMGR; 

(2).4 0O4AdER (fF dMqQR; 

(3) E a,b € F^ 使 aROMCOR, 

证 (1) (15$, 2) (2), 是 显 见 的 。 


(279000; & c =>. BR d=sc,=r 即 可 。 


$ 
(2) =(3):; dMER>MZd`' R, 
RO xm € M<F. H M €eMe Ail mR <M, 


于 是 令 b=d ,a 二 m, 即 得 (3)， 
OS): E J= M.M oJ 4R, H M=0b]. 因此 MEFI。 © 
由 此 命题 容易 得 出 如 下 推论 。 
推论 21.1 设 尺 为 整 环 ,R=QCR) 为 尺 的 分 式 域 , 则 
(1) FF 的 非 零 有 限 生成 子 R- 模 都 是 R 的 分 式 理想 ; 
(2) % R MH Noether Wi FI={M|OAM<F); 
(3) 任 一 分 式 理想 ,作为 RRR FR 的 一 个 非 零 理想 ，; 
(4) FORE MN — (I mun, | m, € Mon, € N) 为 交换 么 半 群 ， 


单位 元 为 R。 
建议 读者 考虑 ; 乏 半 群 FICR) 的 群 完备 化 是 什么 ? 
在 下 节 我 们 将 证 明 :FJ(R) 为 群 仿 R H Dedekind 环 。 由 下 一 推论 可 看 
出 ,一般 地 ,每 一 个 分 式 理想 都 是 “ 半 可 逆 ” 的 。 
推论 21.2 设 R 为 整 环 , 下 为 R 的 分 式 域 ,MEFI(R), 记 
M= {xE F|2MZR}=(R: M) 
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则 ME FICR) BR MM=MMCR, 

证 M <F 是 显 见 的 , 又 由 MC FICORO&«I.0z M—cJ., Hi ce F’ J< 
R。 因 此 ,c EM, 由 此 知 OAM, FB 0AM<F, 

又 由 M40 知 可 取 OAmeEM,. TÆ m€ F^ A nMCCR, B fp 21.5 
A. MEFICR), 

再 由 M 的 定义 与 RE TRing 又 可 知 MM=MMCR, |] 

定义 21.2 ERAH. A ME FI(CR) 使 MMAR YA MM = 
R) WM X R BJRI S 4r 5 8 28 (invertible fractional ideal), 记 为 ME 
FI’ ,同时 记 M^! M, 

显然 FI" EG AMA R, Wat PFI FI. 

对 可 逆 分 式 理想 ,有 如 下 的 特征 刻画 。 

命题 21.6 BRRABH, FAR 的 分 式 域 , 则 MEF 全 MET{f g. 
Prt BOAM<F’, 因此 

FF = (F 的 非 零 有 限 生成 的 投射 子 R- 模 ) 
证 之 :由 MEFT B] MM—R Al m; € Mim, € M Ë 
1 一 mm, + mom, + 4mm, 


H1 Jb BY EM AS R- AS 


i:M — R’ 
m b» (mm, s*t*,mm,), 
TR” — M 
(xi) |—9 apm, +e t+am,, 


A EB xil. 因此 
R = Imi @ Kerr — M CD Kerr 

于 是 MEf.g. PM. Mh MC FI VA 0 M-F. 

<: ME f.g. PRM H 0%ÆM<F , M h HEHE 21.1(1) 知 MEFI, ARH 
证 MM—R, 但 由 推论 21.2 已 知 MMSER, 故 只 需 再 证 ROMM, BE 1€ 
MM, 

事实 上 ,由 MET g. PRM. S RMON. TEA MAA 

1:M—+>R 
m | Cx.) 
与 满 同 态 
ZR M 
使 ri—la. 
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取 R- 模 同 态 
fj:M— k 


m > zx, 
Hid m, -—2(1,0,--,0),*,m,—n2(0,*,0, D, 于 是 


m= ilm) = ^ oom, Von € M 
J—1 


但 M-—F. 于 是 对 任意 的 mm EM( 通 分 后 ) 必 有 a.a sE R fim =m 


/ 


=^, AMA 


mf; m) = Lf, (E) = +f, (88) = 5 (8) wf m) 
AY S 5 S S 5 


4 m#0in, =m ' f,(m) € F.W| f, Gm) =mn, ER, YO#mEM, 因此 Mn, 
CR, BI H; CM,j—1.2.-,.r, 但 由 上 


r r 
m= > f, mom; = ^ mnm, 
j=l 


5 m anm,» vVOÆmEM<E 
两 边 以 m He, B 


l= Dum, 一 ma, € MM [ 
J -1] pol 
命题 21.7 设 尺 为 整 环 ,下 为 尺 的 分 式 域 ,MEEFI WM 
(D M=M,EI M =M; 


(2) N<F fE MN =R BI, N— MCÀBI M 惟一 ); 
(3) NEFI Hr. MN=MN,BICMN) !2M"'N 
CO NEFT if Ba RR a :MCON 一 MN 使 
gC >) (m, Gn) = > mn, Vm, € M,n, EN; 
(5) M=M" Hom, (M,R). ues 4 O7 N-—F 时,N 为 R 的 可 道 分 


式 理想 (NE FI OSN ABH R- Eie NC f. g. PRM; 
(6) Pic(R)={(M)|MEFI’ }, 
证 C), O) CD EXE ZUR BUTTER GE RS FD € ~G), 不 必 再 证 。 
(4) h M.NCFI' Hi. MNCFI', 
对 任意 的 XEFI' , 则 由 命题 21.6 知 OAX<F AX € f. g. Pat, FH 
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命题 21. 4 之 证 的 (2) 可 知 , 有 RR XP, FR rank, X —1. (AR X 
连通 环 ,因此 rankX=1, he BPE M,N,MN, MON 都 有 常数 秩 1。 再 注 
X & 显然 为 满 同 态 , 于 是 由 推论 19. 2 即 知 g 为 R- 模 同 构 。 

(5) 由 (4) 知 ( 取 N=M), 

M G9 M ~ MM = R 

于 是 由 定理 19. 1 即 知 M—M', 

(6) 由 命题 21.4 与 命题 21.6 即 得 。 a 

与 Picard 群 有 紧密 联系 的 是 理想 类 群 。 

KR 为 整 环 , 记 

CICR) = (D {OAK IQR,I € f. g. PRM} 


(DO = IJ», V GD,C€J? € CICR) 

则 CICR) A Abel 么 半 群 。 显 然 CI(R)EPic(R)。 下 面 来 证 明 更 进一步 的 
结果 。 

推论 21.3 设 尺 为 整 环 , 则 

CIR) = (D [Oz IQR.I c FY} 

为 (乘法 )Abel 群 , 同 时 CICR) ~Pic(R). 

证 VOZ IQ R.I—FCR 的 分 式 域 )。 于 是 由 命题 21. 6 HI. I€ FI 当 
且 仅 当 Ef. g. PRO, Att 

CI(R) = {l |}O 4 IR, TE FI) 

从 定义 21.1 XM, VMCFI HA cC F'.IQRÍ(SM-—cI, Wy. TEN 
R- 模 MM 二 TI。 于 是 从 命题 21. 7 C6» BA CICR) —PicC R), LJ 

由 此 推论 可 给 出 如 下 定义 。 

定义 21.3 i R X9 8& Xp. WR CICR)» R 的 理想 类 和 群 (ideal class 
group) , EX [B] ER A R 的 类 群 (class group), HE rA HTM) Fo R 的 类 
Zr (class number) .i Wh, Rh. 

容易 看 出 , 当 R A PID, UFD 或 交换 整 半 局 部 环 时 ,CILCGR) 一 Pic(CR) 
(一 1) 都 是 平凡 的 。 

<Q ” 整 环 上 的 Picard 群 的 研究 起 源 于 代数 几何 。 一 个 仿 射 代数 簇 
( 指 一 个 多 元 多 项 式 方程 组 的 解 集 是 既 约 的 ,比如 既 约 代数 曲线 , 既 约 代数 
曲面 ) 的 坐标 环 4[ 入 都 是 整 环 ,对 既 约 无 奇 点 的 代数 曲线 .或 既 约 无 奇 点 
的 代数 曲面 ~ 或 更 一 般 地 ,对 正规 的 仿 射 代数 簇 , 即 坐标 环 在 每 一 极 大 理 
想 的 局 部 化 都 是 关于 其 商 域 整 闭 的 仿 射 的 代数 簇 VO Lig V 的 上 维 数 (codi- 
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mension) 为 1 的 子 复 的 集合 为 AW PEED BA Abel Hid y DV) (其 元 
素 称 为 (Weil) 除 子 (divisor)), 对 VV 上 的 任意 非 0 有 理 函 数 f( 模 去 VV HE 
义 方程 组 中 的 多 元 多 项 式 之 余 ), 即 f 为 ALVj 之 商 域 ( 分 式 域 )A(V) 的 元 
素 ,与 任 一 个 wE 纺 记 wv.(f)EZ 为 f 沿 着 (关于 )w 的 零点 阶 数 减 去 了 沿 
Ew 的 极点 阶 数 ,并 记 

div(f) = Sw. + w 


PKA f 对 应 的 主 除 子 (principal divisor) tiit Jg CJ. #HCfed=(P4+ GO, 
Cf/g) Cf) — Cao , 4 FI—-TRERFR PV). ECR D(V) 的 子 群 (正规 子 
群 )。 
C(V) = D(V)/P(V) 
PRAH V 的 除 子 类 群 (divisor class group) ( 属 同 一 个 陪 集 的 除 子 称 为 是 线性 
等 价 的 )。 如 果 ME D(V) 对 VV 的 每 点 的 一 个 邻 域 ,都 是 对 应 一 个 有 理 函 数 
f 的 除 子 , 则 称 M Jj Cartier RF, Cartier 除 子 生成 D(V) 的 一 个 子 群 ,这 
个 子 群 关于 线性 等 价 所 成 的 商 群 称 为 V 的 Picard 群 , 记 为 Pice(V)。 可 证 明 
Pic(V) — PicA[V ], V 是 光滑 的 (smooth)( 即 无 奇 点 ) 时 候 ,C(Y)= Pic 
(V). 34 ALV |J Dedekind 环 ( 如 光滑 的 平面 代数 曲线 V. 的 坐标 环 A[V D 
时 
CICA[V D œ CCV) = Pic(V) ~ Pie(ALV]) 
由 上 我 们 已 看 出 : 设 尺 为 整 环 , 则 
CI(R)= ((DIOZzI4R.I c Fl) 
œ Pic(R) = (MD | Me FT} 
下 一 结果 说 明 对 FI 取 同 构 类 相当 于 FI 模 去 PFI 
定理 21.1 设 尺 为 整 环 , 则 
Pic(R) œ CICR) ~ FT /PFI 
证 VMEFI , 必 有 cEF f M—cL,OZIQR, BE REMI 
QR,ICFU 。 反 过 来 ,VDECILR) ,可 令 0 关 TIqdR,TEFI 。 因 此 有 A- 
bel 群 的 满 同 态 
fr:FI CICR) 
M P-(D,M-—c,ceF 
注意 CIGR) 的 单位 元 为 ( 尺 ) ,可知 
Kerr = (cR | c € F} = PFI 
于 是 


推论 21.3 ， 
Pic(R) œ CIR) ~ FI /PFI [] 
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由 此 定理 及 其 上 述 证 明 立 得 
推论 21.4 KRABH,W 
PicCR) — CR) = (RD | OA TLR 非 主 理想 ,TE€ Fl) 
这 个 结果 在 形式 上 给 出 了 Picard 群 与 理想 类 群 最 “经 济 ” 的 算法 。 
推论 21.5 设 R 为 整 环 , 则 有 Abel 群 (七 模 ) 的 两 个 正 合 列 


1l—>R—F FI — CR) — 1 


u 一 一 一 uR 
FI — Pic(R) > 1 


l]l—R—F 


u L—— — uR 

为 使 读者 更 清楚 地 认识 需 弄 清 的 一 些 概念 ,我 们 列 出 下 述 的 蕴含 关系 
图 ( 设 R 为 整 环 ,下 为 R 的 分 式 域 ): 
PFICFI =iMI0ÆM< FjCAMIO-M--F)CFI- (MIO Mg, JAR, cEF } 

N U 
uns RIR) { 整 分 式 理想 }=={J10 关 J R} 

由 过 去 对 -Ring 关于 K。 环 的 结果 ,很 容易 得 出 关于 Picard 群 的 相应 
结果 。 比 如 ,我 们 有 

命题 21.8 设 在 ZRing P, r: RS 为 环 的 满 同 态 , 而且 Kerr I 
J(R)。 则 有 群 的 单 同 态 Pic(r) :Pic(R) 一 Pic(S)。 因 此 当 Pic( S) —1 Hj, 
必 有 Pic(R)=1, 

证 由 定理 3. 1 知 Ko CO RES  Pic(R)<K,(R) ,于 是 Pic) 
=K, (7) | pice :Pic(R) 一 Pic(S)。 由 此 即 得 欲 证 。 口 ] 

命题 21.9 设 在 ZRing 中 , 环 同 态 fiR—S 5giS—R fF gf l.l 
在 同 构 意 义 下 ,Pic(R) 为 Pic(CS) 的 直 和 项 。 

证 用 Pic 的 函 子 性 仿 命题 2.5 之 证 。 

命题 21.10 ik R,R; € CRing, R—R,QP-- GR, WA RH PicC RO 
PicC Rj)CP--CBPicCRD ,因此 PicCR) — 19 Pic(C R,) —1,j—1,2,7.n, 

ut 仿 上 用 命题 2.6。 

命题 21. 11 WR, :Re 一 Reoa 和 pa,8E4) 为 ZRing 中 的 正 向 系 ， 
A 为 正 向 集 , 则 

Pic(limR,) = limPic(R,) 
证 仿 上 用 定理 13.1, 
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$ 22 Dedekind 环 上 Ko 群 的 四 种 分 解 


在 代数 几何 中 ,平面 代数 曲线 V 无 奇 点 (光滑 ) 的 充 要 条 件 是 其 坐标 环 
A[V] X Dedekind 环 。 在 代数 数论 中 ,代数 数 域 FC 的 有 限 次 扩张 ) 的 代 
数 整 元 环 OF 也 是 Dedekind 环 ,比如 分 圆 域 QC£,) C£, 为 n 次 本 原单 位 根 ) 
的 代数 整 元 环 -[&,j] 以 及 ( 实 、 虚 ) 二 次 域 的 代数 整 元 环 , 都 是 Dedekind 环 。 
因此 Dedekind 环 在 代数 几何 与 代数 数论 中 有 重要 应 用 。 由 于 Dedekind 环 
的 重要 性 ,虽然 过 去 我 们 已 几 次 用 到 或 提 到 Dedekind 环 。 这 里 我 们 仍 将 
Dedekind 环 丰 富 的 特征 刻画 给 出 ,以 便于 应 用 与 掌握 。 熟 悉 Dedekind 环 
的 读者 可 跳 过 下 面 的 证 明 , IUBE. 

定义 22.1 设 尺 为 整 环 , 且 V IQR.I 都 为 有 限 个 素 理 想 之 积 , 则 称 R 
为 Dedekind( 整 ) 环 (Dedekind domain) , 

定理 22.1 设 R 为 整 环 , 则 下 述 各 点 是 等 价 的 : 

(1) R 为 Dedekind 环 ; 

(2), VOAPE SpecR,P€ MaxR H PEFI ; 

(2), VOAPESpecR,PEFI ; 

(3) VOZISR,ÉTE—BJ P,. PP... P, € SpecR {E I =P, PoP, ; 

(4) VISIR. AIST WHA L4qRfEI-LI; 

(5) VOZI«R,.ICFI ; 

(6) FI 为 乘法 和 群 ; 

(7) FI 一 Fl ; 

(8) VIQqR.ICf. g. PRM; 

(9) R AREY IR. IC P.M). Bl gDORO xil; 

(10) FICP,9f; 

(11) R Jy Noether #,{0} U MaxR = SpecRCOBI KdimR<1)H R 为 整 
Al CBE R— (ir€ F—QUO [8 E — B9 f) ER xf £fG) =O} 85RCGR 的 代 
XB] BJ; 

(12) R Jj Noether 3$. H VOAPE SpecR. Rp € DVR Cj B li (AF , Bp 
恰 有 一 个 非 零 素 理 想 的 PID), 

证 (1) > (2), AEO: Rp x RB P 必 是 极 大 理想 。 

任 取 aE€ RAP RiEP+Ra=R Bay. Rik P4- RazER, W) P 十 Ra’ 关 R， 
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于 是 由 (1) 有 素 理 想 分 解 
P + Ra = P, PoPa, 
P+ Ra^ = Q.Q tQ, 
在 标准 环 同 态 RRP ZF oid a =a) 二 x(J]), YAR, 则 在 R/P 
中 有 素 理 想 分 解 
(a) = Py P,,, 
(a?) = Qi…Q， 
由 R/P NEW A (a). G ) 都 可 逆 , 因 此 PQ, MA. HARE a nig 
n=2m H 
P, = Q. = Q. i= 1,2, m 
因此 P 二 Ra = 二 (P 十 Ra)*。 由 此 知 
PC P 4- Ra? = (P + Ra)! C P? p Ra 
由 YbEP 都 可 表 为 6 一 c 十 ra,cE PCP, 于 是 raE€ P, Hag PK rC P, 
即 
PC P*+PaCcP 
由 此 知 P=P°+Pa, Fem P By ee Y (8 P J-Ra—R.F I. 
© {ER 0OAcE PE SpecR. 由 (1) 知 (c) 有 素 理 想 分 解 
(c) = Pi:…P,CP 
因此 必 有 POP, XB Coup P, A. FROM P, € MaxR, 故 P, 
=P, fÆ Puw, 

2) >(2)。 是 当然 的 。 

(2).=>(3): HH (2), All R X Noether 环 ( 因 为 一 切 素 理想 都 是 有 限 生 成 
的 )。 反 设 (3) 不 成 立 , 则 R 中 不 能 惟一 分 解 (为 素 理想 之 积 ) 的 理想 集 必 有 
RhRATIAR,. AeA PC MaxR ff JSP, t JPSJ.P^ Tete J 
JPUCR ,注意 JP 天 民 (否则 了 = 了 ,与 了 的 选取 了 矛盾) EJJP. W 
JP < R 可 惟一 分 解 ,于 是 以 P 乘 分 解 式 得 J 的 惟一 分 解 ,此 与 J 的 选取 
了 矛盾。 于 是 J=JP ，, 即 JP= 了 。 只 需 由 此 引出 矛盾 即 可 。 事 实 上 ,可 仿 
JG, 2n) < R. 于 是 有 


r,-— Prt Hee F b... j= lenn, p, Ep 
Bp 
Pi-l Pr Pi X 
ee i 7 
Pin D, ba — 1) x, 
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E RARS rir, 不 全 为 0 知 det(5,0—0, FÉ 1€ PL Er, 

(3) 一 (1) 是 当然 的 。 于 是 (1) 全 (2), 合 (3) i 1,2, 

又 有 显 见 或 由 上 节 可 看 出 的 关系 : 

(5) (6)(7) (8) >(9)S10), 

(10)=>(7); YMEFI, 由 (10) 可 令 M 为 RS5(S 可 为 无 穷 集 ) 的 直 和 项 。 
取 OAmeM. fi fre 21.7 之 证 ,注意 i(m)€ Rs 只 有 有 限 个 分 量 不 为 0 即 
可 。 因 此 (10) 一 (7)。 由 此 知 (5),…,(10) 都 是 等 价 的 。 

(5)>(4):RlL=J ^ I BIA, 

(4)>(5): VOZI«R, H (4), MOAGEIMAMA LIRE =I, 
但 Ca)EFI CR J9SEMO, FÆ R=, (32 ') A ICRI 。 

由 此 知 (4),(5),……,(10) 都 是 等 价 的 。 

(5) 过 (1): 由 (5) 已 知 R 为 Noether 环 , 用 (2); 一 (3) 之 证 法 即 可 。 

(2),(3) 二 (4) 是 显 见 的 。 于 是 (1),(2),…,(10) 都 是 等 价 的 。 

(1)—(10)> (11): BH C22 E f& SpecR = (0) U MaxR, 由 (5) 知 RR 为 
Noether #, Hm BRuER ARAM BER ue FR 的 分 式 域 ) 为 R 上 的 代 
数 整 元 。 证 uc R Bon AW RSE R ul=R. 

注意 RLu]<F( 作 为 尺 模 ), 于 是 RLujJEFI。 由 (7) 知 RLuJEFI 。 但 
RLujR[Luj=RLu]。 于 是 

R[u] = RR[u] = (Rul R[uDR[u] = R[u] ` R[u] = R 
(110-020. 8 RJAR 为 整 闭 的 。 而 Rp 的 理想 都 可 表 为 
Ip ={— |i € IqR,S € R\P} 
{ERA Noether #, I< R,F# Rp X Noether 环 。 又 由 
SpecRp = 10, | PD Q € SpecR = MaxR U (0)) 

若 ,Rp 有 惟一 的 非 零 素 理想 Pp 。 容 易 验 证 R 仍 为 Dedekind 环 。 因 此 ， 
VOAIp < Rp, 有 nn 使 Ip=P%s。 因 此 只 需 证 Rp 为 主 理想 即 可 。 

事实 上 ,由 P AA PSP, FRA 0 关 a€E R\P,0KaP'< Rp, 
但 aP PCRM, A a€ Ps FUR). BM aP; =Rp, Bl Ps 二 aRsp 为 主 理想 。 

(12)=>(5);Y0 关 14 R, 由 推论 21.2 知 0 关 IT4R。 若 TARMAC 


€ MaxR 使 ITSQ。 由 (12) 知 Io 为 Ra 中 主 理想 ,于 是 可 令 1o= (一 ) ,a€ 
I,s€R\Q. fH. R Jy Noether 36, I OA A RA RAD. TS T= (06,…,b,). 于 
ELE Ig MEH 
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TL s ae E, r, € R, s; € R\Q 
l $, 8 
id tss.) tO RNQ. A FOR 的 分 式 域 ) 中 
.p= b, Ssosueossra € ICR, Vj = 1,2,.n 
a a 
因此 t/a€ I.t—G/a:a€ IIE-IICQ.5 t€Q F/R. HK =R., BORZ, 
DA ifj E HE GE EE , L1] 


由 上 面 (2)* 之 (3) 的 证 法 可 得 一 个 有 用 的 工具 。 

推论 22.1 (也 称 为 Nakayama 引 理 )。 设 RE ZRing, MC f. g. pM, I 
qR fii M=IM NMA aC RCI E xR 89137 5l 3C ZA) f£ aM=0 Hac 
(modD . xr IC J (R) ,W| M0, 

由 命题 21. 8(5) 5g Eg 3H 22. 1 ,推论 21. 3 与 定理 21.1 又 得 

推论 22.2 ik R Jj Dedekind H.04IG R.A I yn] i R- BS, H 

CICR) = Pic(R) = {KID |O4 ISR} 

FB EAH Dedekind 环 的 另 两 个 特征 刻画 。 

命题 22.1 设 R 为 整 环 , 则 下 述 三 点 等 价 : 

(1) R 为 Dedekind 环 ; 

(13) 0z£M € f. g. PS M 同 构 于 R WAR SESH HAA: 


M=@ I, Oz L4R 
因此 


rank M 


M QD M,, M, Aw) 3k R- 模 
(li) Y0 隆 1 会 R, 必 有 惟一 的 一 组 M, + M, € MaxR( 可 重复 ) 使 
I = M,M,---M, = M? + Me M, Æ M,, 
LSL] Sk, Fj Maos M, E iM; |j = 1,0.) 

证 由 定理 22.1 的 (2),(3),(1) 等 价 知 , 这 里 的 (1) 售 (14)， 

(103525 (D 1 EH COD A, VOZZIQ R,IC PRM, FE EE 22. 1 的 (1)， 
(9) ffr BITS UE 

(1022 (132 HH CD Se HB 22. 1 及 推论 22.2 A. (130 d e RY, RE 
(13) 中 的 “一 ”。 

i OAMEE, g. PAS. Bl] n] MANR". FRA R- Bi fS] S B9 RRA 
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HP r, Creer) =r. E M 关 0 ARGA i E ra, i I= Imra, M) 0 关 I 
QR. {Eh R Jj Dedekind WA, I Aw R- GE 22.2), FÆ rankI=1 
HIECPRM, FTE mo: M—9 I aR. Bl M~IDM,.M, Cf. g. PRM H 
rankM, = 一 rankAM 一 1, 依 此 类 推 即 得 证 。 L] 

推论 22.3 ik R Jj Dedekind 5, I— M, --- M,, M, € MaxR, j — 1,2, 
… sa, Mi] 


(1) VCID=(M,.M., "trt »M,,}» 
因此 , VOXISR.|IVIOD|-—oB 
1= [[ M; 
M EWD 


(2) RPA I BSEARB TAEAE. 
证 (1) 由 设 知 ICM,;.j-—1,2.-,n. A M, M,e M, EVO., 
反 过 来 ,车 MEVO), Hi A I 关 0, 再 由 定理 22. 1020 481] ME MaxR 
又 由 定理 22.1(4) 知 , 必 有 攻 4R 使 1 二 MI ,因此 ICI, FuEIZL,E 
i I= h Ia% R=M 5 ME€ESpeR FH., WR =R, 0] I-—M, H 
Dedekind 环 中 理想 分 解 的 惟一 性 (定理 22. 10300 4 n=1,V(D =M}, # 
IARI, EHT. H F R X Noether 环 ， 
] & I, S ee G l; ee 
必 到 有 限 步 止 , 从 而 得 到 惟一 分 解 =M M ,…M,,。 于 是 对 某 一 个 j,M= 
M,, 故 
VOD = {(M,,M;,…,M,)} 
(2) 注意 了 工 可 写 为 了 = Mi Me, M, AM, RAJDI h, J]J =M" 


M; .m,xn, B8 (25, L 
命题 22.2 设 R 为 Dedekind 环 , 则 R 或 为 半 局 部 环 或 为 Jacobson 半 
单 环 ( 域 的 次 直 积 ), 即 


(D JG) 408 | SpecR|<0o@ | MaxR | coe R 为 半 局 部 环 ， 
(2) 当 |MaxR | 二 co 时 ,RE PID, A 
CICR) œ Pic(R)= 1 
都 是 平凡 的 ,K, (RO —Z, 
证 (1) 只 需 证 J(R) 关 0 今 |MaxR| 二 2, 其 余 都 是 已 知 结果 。 
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J(R)40 WY. RR I=JCR).W VCD =MaxR. HEI 22. 3 即 可 以 知道 
|MaxR| «oo, Ritk.4| MaxkR|<co, nS MaxR=(M,.M,.°.M,}. 
于 是 (注意 极 大 理想 两 两 互 素 ) 

JR) =M AM QA NM,= MM,-…M,z0 

(2) 当 |MaxRl 天 co 时 , 即 民 为 半 局 部 环 时 ,可 令 MaxR— (M, ,M,;,…， 

M,?, BICI 

R/J(R) = R/M, QG-- @ R/M, 
由 命题 22. 1(14) 知 只 需 证 每 一 个 M, 都 是 主 理想 。 事 实 上 只 需 证 Mi. XE 
理想 (其 他 的 M, 同 理 可 证 )。 

由 M, 可 道 知 MiSM, (否则 有 M =R. F7), AK acM\M. F 
ÆaM qR.fH aM; CM, (BRUE acM, FE) AEE a, € M,\ 
M, M, .使 CwMT 性 M。 由 上 述 的 RCR) 分 解 式 又 知 . 可 取 上 述 的 w 使 
aMi' Mji.j 一 2,…,n。 由 此 知 R 的 一 切 极 大 理想 都 不 包含 Mr. BK 
aMi ` =R, B aR=M, 为 主 理想 。 C] 

命题 22.2 有 着 有 趣 的 应 用 。 但 (2) 中 的 结论 不 可 道 ,比如 -为 Dede- 
kind 环 ( 也 是 PID). 有 无 穷 多 个 极 大 理想 (VY 素数 p. (p) — -p € Max. )。 
因此 不 经 计算 即 知 J (7) =0, 

由 命题 22. 2 又 可 得 

推论 22.4 Wt R Xj Dedekind HAA OzEI «| R #H1+ICR’ Wi] J CR) 
天 0。 因 此 CICR)=Pic(R) =1 为 平凡 的 ,Ko(R) 二 2Z， 

为 研究 Dedekind MAY K. 群 分 解 , 先 证 如 下 引 理 。 

引 理 22.1 RA Dcdekind F.0O4I S RS W) R/T 为 主 理想 环 (PIR) 
(4 H414 IE SpecRCMaxR 为 PID) 且 为 Artin 环 。 

证 ”由 命题 22.1(14), 可 今 

I = Mp ME .M, #AM,. Yi £j., M, € MaxR 
由 推论 22.3, 又 知 尺 中 含 工 的 理想 个 数 有 限 , 即 R/T PRC MBI, 
其 中 ICJAR) 个 数 有 限 。 因 此 对 理想 满足 DCC, BI R/T 为 Artin, X. 
显然 
JI = Mr Mo, 
m, <n,» j = 1.2.7.2, M, = M (mod I) 

于 是 只 需 再 证 M, 为 主 理想 (其 他 同 理 可 证 ), 即 证 有 » € R fi M, — I--yR, 

事实 上 仿 命题 22. 2(2) 之 证 可 取 0 关 aEAMINAM IF RMICM,,Vj>1 
(否则 .有 MCM, 即 Mi 二 MD). 知 (MI,M)=R,Yj 二 2,…,k. 又 显然 有 
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(M::MD =R, j=2, esk, 14) , 故 由 中 国 剩余 定理 (CRT) 知 ,有 y€ R fi 
y = a(mod Mj), 
y= l(mod M), j = 2,.…,k 
当然 y 一 aE MiCM。 但 a€ Mi\Mi ,于 是 yEAMNMI。 注 意 IGM, 即 知 I 
十 yRSEM。 又 由 y=1(mod M,),j>1M I+yROM,,Vj>l. FHAR 
为 Dedekind 环 知 IH- yR— Mj ,rzl, E yé Mi, 于 是 r= 二 1, 即 I 十 yR 二 M,， 
口 
由 此 引 理 可 得 Dedekind 环 的 一 个 重要 性 质 。 
推论 22.5 设 R 为 Dedekind 环 , 则 RR 的 任意 理想 I 都 可 由 2 个 元 素 
生成 ,I 关 0 时 ,其 中 之 一 可 取 了 工 中 任意 非 零 元 (也 称 DON 


] PET TL. Dedekind FW 1 z- Noether 环 ) 。 
证 VOAaE!I,I/(a)d R/(a) ,但 由 引 理 22. 1 HUE B 6€ I ff I/CQa) 


=(6+(a)) Bl I— (a,0) fH a.b ÆR. a 
推论 22.6 ik R Xj Dedekind 55, A, BIR, WA RW R/Bc— 
A/AB, 


证 HHE 22.5 A A-—(a.x).a€C A,x€ R. HIR a€ ABCCA, ME RE 
同 态 g@ :R~>A/AB ff g(r) =rx+AB, M ¢ HAS. H Kerg— irC Rlrx 
€ AB) —ir€ RITACCAB)CCA 'AB=B,BCKerg 显 见 。 因 此 Kerg — B, 
it R/B—A/AB, E 

引 理 22.2 i R A Dedekind 35,02: I.J 4R. MA REY 

IPJ RBIJ 
证 (1) 设 I 十 J]==R, 则 有 RRMA 
a: DJ ->R, Gj) >i—j 
Kera— (G.D]i€ IG Jo IC) J =I] (H I4-J —R) 
HREP,M A a NR, mu. I DJI-—ROIJ. 

(2) RI+JFR RARE: OAR DL R.BLoICSSR(E I+I=R, H 
HEA, J€D1—- 1, DJ — RD J — RODIUJ 

FK E.fERCOZa€ I, L=(aR)I P LARA JLAR, FEH 
5]38 22. 1 知 R/JL € PIR, 由 此 知 必 有 5EL f& L=JL+ORGER L/IL< 
R/JL). FR 1 于 两 端 得 :IL= 二 TL 十 6bI. VAL L=(ak) TUR ARIS aR = 
aJ-FbI. fH 0 关 a E ICR 在 R 的 分 式 域内 有 逆 元 a”'。 于 是 R= 了 十 
(a 5)La 5€ F. RW I, —(a 65) 了 T, 则 LIHI +J=R, L 

RAIA E AAE: Y RE Ring, Ko CO — ZCDK, (R). 4 R 又 为 连通 
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第 五 章 ”交换 环 的 K。 群 分 解 与 类 数 (§ 22) 


环 时 ,K,(R) 又 有 与 此 实质 上 一 致 的 分 解 ;Ko(R) 二 ZrKo(R)。 但 尽管 在 
R 为 整 环 时 ,Pic(R) 全 CICR) ,一般 地 ,没有 以 它们 为 直 和 项 的 K,(R) 分 解 
式 。 不 过 ,对 Dedekind 环 ,我 们 有 十 分 满意 的 下 述 结果 。 

定理 22.2 if R Xj Dedekind 环 ， 

tx : Pic(R) > 7K (CR) 
(M) > [M] — LR] 
则 
(1) ij X Abel 群 同 构 。 因 此 
Pic(R) ~ rK, CR) = CR) = K, (R); 
(2) Ko (KR) 有 实质 上 一 致 的 Abel 群 分 解 
K,(R)~ Z @ Pic(R) 一 二 由 CICR) 
= 0 Prk) (R) 一 二 个 天 (CR) 

证 (1) 先 证 i. 为 完全 确定 的 . 设 (M)=(N)EPic(CR) , BB MXN, ft] 
[Mj] 二 LN] 有 ranikN=rankM=1, FÆCN]—[R]=[M]—[R]ErK, (R), 
BI i 是 完全 确定 的 。 

再 证 i 为 群 同 态 。 由 推论 22. 2 A 

Pic(R) = CKR) > (4D10z IQR) 
在 CIO rROD (Jo — DON DELIS R. X 0m 9| 38 22.2 知 
IO J-—IJGR 
因此 [LID 站 ==[L1 门 十 LRj。 于 是 , 按 i 的 定义 (可 认为 PieC RO — CIOR)) 
i, KIJ Ð= [1]— [R= (IO J]—20R] 
= (qIi—[RbD-(qJ]—L[RD 
=i, (I+ SJ) 
Bp is NEA. 
VUN]—[LR"1E@rK,(R).rankN=n. 由 命题 22. 1 知 


NI. L4R 
因此 
CN] - Ce] = C 117 C3 = DL] CR» 
HU Imi. )p—=rK.(R) HP 为 满 同 态 。 
下 证 i, 是 单 的 ,用 3 21 中 的 det: Ko (R) 一 Pic(R)， 
det(LM]—[R]) = <M)(R)™' = (M) 
FÆ det» i =l. Bit i 为 单 同 态 , 这 就 证 出 了 (1)， 
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(2) HOD Ez RO Zi SR BIS. E 

由 上 定理 可 知 , 计 算 Dedekind 环 RR 的 K, 群 ,基本 上 归 为 其 类 数 有 = 
ICR [893,4 — SK, (R) 二 ZORE UFD,h 为 素数 时 Ks, CR) 一 二 由 
72，;。 一 般 地 ,可 由 有 之 值 (用 有 限 生 成 Abel 群 结构 定理 ) 估 计 出 CI(R) 的 结 
构 有 几 种 可 能 性 。 遗 憾 的 是 有 可 能 是 无 穷 的 , 芮 至 在 1966 E L. Claborn 已 
证 出 :任意 的 Abel 群 都 可 作为 某 一 个 Dedekind 环 的 理想 类 群 ( 见 Pacific 
J.of Math. 18(1966),，219 一 222)。 所 幸 的 是 对 代数 数 域 下 的 代数 整 元 环 
Or, 8$ 23 中 将 证 明 Oc 必 是 Dedekind 35, HAR A YEA PR 3 CEE a 8 18 
FB HE AY) X SP Bd c (50 BOR EHH ZLE, 的 类 数 必 是 有 限 的 ), 且 有 一 
些 类 数 公 式 ( 有 的 是 通用 的 ?可 供应 用 。 

注 四 ”在 代数 数论 中 ,一 类 最 令 人 感 兴趣 的 是 二 次 域 ( 实 二 次 域 `. 虚 二 
次 域 ) ,它们 都 可 表 如 下 = =-(Vqd),d 无 平方 因子 。 不 难 证 明 , 在 4 二 2,3 


(mod 4) 时 ,Or — [Vd ].m34 d=1 (modif Or = LEO ED D CF 75 


将 给 出 证 明 )。 
对 虚 二 次 域 (&<0 情况 ),Gauss 曾 在 大 量 计算 的 基础 上 猜测 . 
hy = led ——1.,—2,—3,— 1. 
— 11, — 19, —43, — 67, — 163(9 ŽO 
这 个 猜测 于 1966 年 为 H. Stark 证 出 。 事 实 上 ,1934 年 即 已 证 出 |&l 一 十 co 
时 ,h( 一 dq) 一 十 >。 因此 对 每 一 个 类 数 & 宇 1. 只 有 有 限 个 (sv 一 q) 的 有 = 
k, 

对 实 二 次 域 (&>0 情况 ),Gauss 也 曾 猜 测 有 无 穷 多 个 & fi A,—1. (AB 
今 仍 是 一 个 未 获 解决 的 难题 。 

| Bopesuy. 1964F E FR = Pp Ra] LSA. (Dd -2—499,h, 的 数值 
表 ;(2) X 2000 LA F(E 303 H) p.h, 的 数值 表 , 其 中 26 个 素数 对 应 类 数 为 
3.7 个 素数 对 应 的 类 数 为 5,4 个 素数 对 应 的 类 数 为 7,1 个 素数 对 应 的 类 数 
为 9,1 个 素数 对 应 的 类 数 为 11 ,其余 264 个 素数 对 应 的 类 数 为 1;(3) 1d 
«C500 对 应 的 及 ,数值 表 ( 虚 二 次 域 的 类 数 表 ) 其 中 最 大 的 类 数 为 32, 且 除 
23.27.29.31 外 其 余 的 1 一 32 都 在 表 中 作为 类 数 出 现 。 

x R— [Vd] BWW EA YY —d=2.3(mod 4) 即 d=2,1(mod 4) 
时 为 Dedekind 环 , 记 为 REDD)。 可 用 初等 方法 算出 d= 二 1,2 时 ==1, 即 RR 
€ PIDCDD; d—3,7 I} RE€DD,(B A—1,miH K,(Ro—7;d—5,6 M RE 
DD.A-2, Alt 
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第 五 章 交换 环 的 人 K。 群 分 解 与 类 数 (》22) 
Mr d = 1.2.3.7 
KC. iyd ) 一 
d] ED 2$. d — 5.6 


事实 上 -LV 一 5 是 第 一 个 被 发 现 的 非 UFD 的 Dedkind 环 ,也 是 Ky BEA Tg] 
MT. 的 第 一 个 例子 。 


对 R= 工序 C1+V 二 2)] 形 的 环 , 由 上 知 当 ds=3(mod4) 时 REDD。 也 


可 用 初等 方法 具体 算出 (参见 $23 5 $ 24214 —3.7,11,19 时 ,hh 一 1, 因 此 
对 应 的 Ko 群 同 构 于 ;4d 二 15 I A=2;d=—=23 时 有 =3。 因 此 


-o d = 3,7,11,19 
K CE +Z) D ~ Pex, d — 18 


有 兴趣 的 读者 可 参阅 [Silvester,1981] 的 p. 71— p. 77. 

EO IEZ KRIV— p) 为 素数 ), 已 有 一 些 有 趣 的 结果 可 供应 
H: 

(1) 8 p=1 (mod 8), Wj h_, =0 (mod 4). R) 4) h_, (H [ Bopesnu, 
1964 D; 

(2) iX p=3(mod 4), p>3., V.R 分 别 为 1,2, p—1 中 modp 的 非 


平方 剩余 之 和 与 平方 剩余 之 和 , 则 h,= VR) »( HL Ireland, 1982]); 


(3) 1 p=3(mod 4),p>3,M,N 分 别 为 1, 2,0, Po 中 modp 平方 


剩余 的 个 数 与 非 平 方 剩余 的 个 数 , 则 有 _ ,为 奇数 , 且 
M—N, p = 7(mod 8) 


h_, = 
| |=(M—N), — 3(mod 8) 


CULL Long,1977 D, | 

由 (27,(3) ,我 们 可 得 一 个 更 便于 计算 的 结果 

命题 22.3 IHE Ud! F—LIGQ —p)(p2 为 素数 县 p=3(mod 4), 
其 代数 整 元 环 Of =F + V—p) THO OEN hp $ NW 12, 


Po 中 ,modp 的 非 平方 剩余 的 个 数 , 则 有 ,为 奇数 , 且 


b—l »5N, 
n -b-l. R < 
^ 2 b 1 


= eS —2N), p= 3(mod 8) 


p= 7(mod 8) 
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其 中 


pal 


R = SG (mod p)), j*(modp) € (1,2, — 1) 
yo 


证 ARF 1+24+-4+(p—-1) = p(p—1)/2=V+R. A 
p—1 2k 
2 b 
但 由 p=3( mod 4) 知 p—1/2 为 奇数 ,又 由 户 为 奇数 知 2R/p 为 偶数 , 故 h_， 
为 奇数 。 
再 注意 ,事实 上 ,不 必 检 查 1,2,…,p 一 1 中 那些 是 平方 剩余 。 因 为 由 
£l 


R= >X G' (nod p)), (Cfi j modp € 11,2,-«.5 —1)) 
即 可 得 所 要 求 的 值 。 因 此 用 此 公式 求 类 数 极其 方便 。 


又 显然 M+N=2— H M=? N, 因此 当 p=7 (mod 8) 时 


h,= SVR) = S (Fog — 2k) = 


=P 


ha, =M—N = P=" LN 


当 p=3(mod 8) 时 


/一 于 COM 一 N) = (2N) " 


由 上 述 结果 可 看 出 研究 二 次 域 的 类 数 当 以 实 二 次 域 及 素数 p= 
5(mod 8) 时 -~ (V 一 户 ) 的 类 数 为 重点 。 对 素数 p=3(mod 4), p>3 时 
<(V 一) 的 类 数 (Or 的 类 数 也 称 为 下 的 类 数 ) 由 上 述 结 果 已 可 方便 地 算 
出 。 下 面 仅 举 一 例 说 明 。 


例 1 F= 26/—7).7=3(mod 4), 即 一 7 二 1(mod 4), Or=<T + 


V —1)] 
= 1°+2°43°(mod7) =14+4+2=7 
因此 
7—1 2.7 
h; ==; i i ie i 


B^ 2-014 /—7)]€ PID, 


注意 注 中 中 94 A=1 的 4 除 一 1, 一 2, 一 3 外 都 满足 p—3(mod 4), p 
23. HE n] Hi dpi 22.3 简单 地 算出 来 。 计 算 R 时 注意 以 下 几 点 可 大 大 减轻 
计算 量 : 
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PRE 交换 环 的 KK, 群 分 解 与 类 数 ( 8 23) 


(D jg «pH BEER 7°; (2 j^ p mod p 取 余 数 E[1,p 一 1]; (3) € 
出 第 一 个 使 六 二 p 取 余 a 后 ,在 计算 Oj 十 1)*(mod 加 ) 时 可 用 由 全 十 1 一 广 
十 27 十 1 中 的 27 十 1 加 上 a 再 mod p. 4a<p (HR p 时 可 用 负 人 余数 一 2 
=a(mod pp) 由 一 6 十 2j 十 1(mod PP) 而 得 a,。 再 由 a 十 (2j 十 1) 十 2(mod p) 
3X G 2-2)! (mod p),… ,比如 


例 2 p 一 43,5 一 二 21, 以 下 “二 "都 表示 mod 户 运算 ， 


] 一 1, 2 一 4, 3 一 9 一 16,5 一 25,62 一 36, 都 <<43 

7? =49=6,8° 三 6 十 2 。 74-1—21,9? =21 +17 — 38,10? =38+19=57 
三 ]4( 也 可 用 10 = —5 4+ 1914), 112714421 = 35,12? =354+23=58= 
15,13°==15+25=40, 14 =40 +27 =67= 24, 15° =244+29=-53=10,16¢= 
10+31=41,17°=41+33=74=31,18° =31 +35 =66=23 , 19 =23 +37 = 
60=17, 20 =17 +39=56=13,211=13 +41 =54=11, WRK LRZ REA 
边 的 数 的 和 得 (p 较 大 时 , 求 1 十 2 十 … 十 6? 可 用 求 和 公式 ) 

R=1+4+9+16+25+361+6+21+384+144+35+15+40+24+10+ 
414-31423+174+13+11=430 

因此 


2 * 430 


ha 一 21 一 13 


—21—20-21 


由 此 知 
K (2150 +v= 13)])~ Z, 
其 Cl #E , Pic 群 ,rK。 群 ,K。 群 都 是 平凡 的 。 


3 23 ”二 次 域 与 二 次 有 理 国 数 域 的 类 数 


在 本 节 中 我 们 将 证 明 : 数 域 (< 的 有 限 次 扩张 域 ) 中 代数 整 元 环 都 是 
Dedekind 环 。 更 一 般 地 ,特征 数 不 为 2 的 域 上 的 有 理 涌 数 域 的 有 限 次 扩张 
域 中 的 代数 整 元 环 也 是 Dedekind 环 。 由 上 节 知 ,对 Dedekind 环 R,CICR), 
Pic(R),rKo(R),K。(R) 都 是 同 构 的 。 因 此 其 类 数 计算 的 重要 性 以 及 对 确 
定 Ko。(R) 的 意义 是 显 见 的 。 特 别 是 二 次 域 人 (Yq) (4 无 平方 因子 ,d 守 0 时 
称 为 实 二 次 域 ,&<0 时 称 为 虚 二 次 域 ,其 代数 整 元 环 的 类 数 也 常 被 称 为 此 
域 的 类 数 ) 的 类 数 计算 , 因 多 年 来 一 直 是 代数 数论 中 活跃 的 热门 课题 之 一 ， 
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我 们 将 作 比 较 详 尽 的 介绍 。 
i QA .ChQz2,.F 为 Q 的 二 次 扩张 域 , 当 Q= R, F= ad) 
[Vd Rab) d € Z. 当 Q 一 K(X) 为 域 K 上 的 有 理 函 数 域 (当然 ChK 4 
2) 时 ,F 一 Q(Vq) 为 其 子 环 ZLYaj 的 分 式 域 。 其 中 de K[X],2Z= KL[Xj]。 
于 是 我 们 使 用 记号 
z p Q=? 
K[X]. Q= K(X),ChK z 2 
显然 ,ZEPID, 且 YaEF,a 可 惟一 地 表 为 ea 一 m +2, Vd, xoi € QUVa€ 
Z[ Vd ].a 可 惟一 地 表 作 上 面 的 形式 ,其 中 xo ,xi€2), 记 
a = t x) Vd 
PRA a HEF pR (conjugate), FK 
Tla) =tr(a) = a +a = 2x 
为 a 的 迹 (trace) 。 并 称 
N(a) = aa = z? — dr’ 
为 a 的 范 (norm)。 更 一 般 地 ,车 下 为 Q Mn 次 扩张 域 (Q 添 加 一 个 Q[zx] 中 
n 次 首 一 既 约 多 项 式 f(x) 的 根 a 所 得 ), 则 下 为 维 的 Q@ 线 性 空间 。 任 取 
其 基 a; ,0, ,***,a, M Vac Falana a) =A laaa) ACF", 称 A 
的 迹 ( 对 角 元 之 和 ) 为 a 的 迹 , 称 detA Ha 的 范 。 它 们 都 与 基 的 选取 无 关 。 
显然 有 
引 理 23.1 在 上 述 记 号 下 ， 
(1) “-” E aHa) J F SI BLIRTER ; 
(2) a=a4aSa EQ; 
(3) Tlat+h)=Tlad+Td), 
I(ga) = qT (a), Yab EF, qEQ; 
(4) N(ab)= Na) NCS), 
N(qa) —q'N(a), Va,bC F» qgC Qo. n=[F: Q]; 
(9) F/Q 为 可 分 扩张 (比如 ChQ=0 HH) ST; 
(6) aC FQ ERBEN f Goa" aix" ela, ra, 
i ,T(a)=—a,, N(a)=(—1)"a,, 
WwW ae Fg, iE 
fa X) = X’—T(a)X+ Na) E Q[X] 
Wf. OA a 的 极 小 多 项 式 。F 的 代数 整 元 环 记 为 Or , 则 
Or = la€ F| 有 首 一 多 项 式 f(X) € ZLX] 使 fla) = 0}. 
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下 面 来 证 部 分 已 用 过 但 未 加 证 明 的 下 述 引 理 。 
引 理 23.2. 设 下 为 Q 的 二 次 扩张 ,ChQ 关 2.。 
(1) 当 Q= 天 (X),ChK 天 2 时 ,Or=2ZLEVd]=KLX]LVoJ ,deE2Z 无 平方 
因子 ; 
(2) Q= <, 上 一 <(Vd),d 无 平方 因子 ,wdE 二 ,时 
mp 2,3(mod 4) 
Or = 


Fa + Jd) ].d = i (mod 4) 


i (1) ZivdICO;, 是 显 见 的 。 又 


Va=x, +x, Vd EOr, 则 有 首 一 多 项 式 FCX)EZLX] 使 f(a»—0, M 
degf X) —1 时 显然 a€E 2, 当 degf( X) 21 时 ,必然 degf X0 —2, BD f(X) 
=X?—T(a)X+N(a), HB Tla)=2r, € ZiN(a)—52i—dxXi€Z,.Hlüb Z= 
K(X]. tH ChKÆ2 Hl x, € Z.da €Z, 18 Z- KIX]€ PIDCUFD.a€Z 


无 平方 因子 Ii E Q.D t T] EZ, Bp a€ Z[/d ]. pi uit BI xn Or = ZL vd]. 
(2) XCTI C Ora]. 


"Ld c Oe 是 显 见 的 . 同时 4 三 1(mod 和 时 ,由 于 二 (1 二 VC) 的 极 小 多 
项 式 为 X! - x e LX]. eA +2 ISO; 也 是 显 见 的 。 


男 一 方面 ,由 于 Ya 二 x 十 Xi Vd E Or, BP xn.xnc€zm Tla), Na) 
EZ。 当 rzoE€E2 时 由 zx 一 dr?E2, 知 dr?€2Z。 念 (1) 之 证 知 x, €Z,.F Ba 
€zx/4IE UO VD]. S s EZ TG =22,€ A y 


Zxo»yi 7221 W] yo 1(mod 2)。 于 是 ys =1(mod 4), X B yi — dy = 

(2a)—4N(a)€C4 ZA dyi C Z. fit y € Z. Tih y3—dyi C4 Z 5S Y= 
l(mod 4) Xll dyj=1 (mod 4), FH yi =1(mod 2), y =1(mod 4), Bj 
此 即 知 d=1 (mod 4)。 因 此 d=2,3(mod 4) 时 Oc — Z[/d], 34 d=1(mod 


4) 时 , 取 b da. X a= Xy +X Vd € O, (xoc x 时 a€ Z[Vd]; xo ¢ 
ZH a-lGOky Vd) y =y, =] (mod 2), 此 时 a—b€ Z[7- Q0 4-35]. 


因此 ae Stay]. 于 是 d=1(mod DIS Or ZEE]. E 


下 面 来 证 明 
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定理 23.1 (1) 设 玫 为 域 ,ChK 关 2,Q= 开 (X) 为 有 理 函 数 域 ,而 F= 
Qd) dE KLX]— Z 无 平方 因子 , 则 Os = 二 Z[Va] 为 Dedekind 环 ; 

(2) 设 下 = <(Vaq),d€E2 无 平方 因子 , 则 Or X Dedekind 环 ; 

(3) ELF : Qj=n, 则 Or= {a€ FI 有 首 一 多 项 式 f(x) € ZLxj 使 fla) 
=0$% Dedekind 环 。 

证 (1) A Z—KLX Jj Noether 环 , OF € f. g. -M &ll Og 为 Noether 
( 整 ) 环 。 

VOAPE SpecO; ,再 来 证 PE MaxOF。 

事实 上 ,0 关 Z 门 PE SpecZ, ii Z=K[X]€ PID 为 Dedekind 环 ,因此 了 Z 
N PE MaxZ. Bl Z/Z(|) P 为 域 。 作 标准 同 态 

g:Z 一 OF/ 
z > z = z(mod P) 
则 Kerg—Z(|P. FE 
Z/Z(| P œZ = Zimod P) < O,/P 
HIER, O/P AR Z/ZOP 上 的 有 限 维 线性 空间 。 因 此 V0 关 a € O/P., 
必 有 最 小 的 & 使 
yo Hya + + yat = 0, 
y; € Z/Z f|) P. j = 1,250 Regn FOr FO 
但 yo 40 FER Z/Z(|) P 中 可 道 , 而 
ay te + yia) =— y 

因此 a By pic FE Oc/P 中 ), 即 O-/P 为 域 ,因此 PE MaxO;, 

得 来 证 OF WEA. ER F A Or 的 分 式 域 , 任 取 aEF 为 O- 整 元 
来 证 aeE OF 即 可 。 事 实 上 由 a 为 Oc- 76H f a; € Or, j1,2, n. fii 
a"--a,a" | te-ta, 一 0 

因此 由 OrEf. g. zM A Oc[ale€ f.g. 2M, 不妨 邻 
Og[a] = Zb +++ Zb,. b; € Or, 
ab; = a,b, ++ +a,,6,,1= 1,2,***,m,a,, E Z, 
于 是 记 A—(a,)€ Z"", dj 
(al, — AY (b ,*,5,)7 —0 
但 OF 为 整 环 。 因 此 det(al,,—A)=0, Bla 为 Z- 整 的 。 因 此 aeEO:。 故 由 
定理 22.1(11) 知 O 为 Dedekind 3f, 
用 上 述 方法 同 理 可 证 (2),(3)。 口 
在 (1),(2) 的 情况 下 , 任 取 素 元 素 pC Z. IE Z/p2 为 域 ， 
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(qdOF | 20 C SF} cU Oc /pOr } 
H Or/pOr 为 域 Z/pZ Ef 2 的 线性 空间 ,J =J/bO 为 其 子 空间 。 我 
们 可 以 断言 :pO 4 OF 不 能 有 3 个 或 更 多 的 可 重复 素 因 子 ( 即 极 大 素 因 子 ， 
因为 OF 为 Dedekind Xf), Aika M, 250r .j=1,2,3,M, € MaxOr , 则 
pOr CC MM,M, S MM, S M, & Or 
于 是 有 Z/pZ 上 线性 空间 ( 委 2 维 ) 包 含 关 系 
0 关 Ogz/ pOr 2M, /pOr z M, M; / pOr z2 M; Mi Mi/ pOr 
这 不 可 能 。 于 是 ,我 们 可 得 (下 面 诸 图 中 , 线 下 方 的 为 线 上 方 的 子 Oe- 模 )， 
命题 23.1 设 Q@ 为 域 ,FF 为 Q 的 二 次 扩张 域 ,Z= 二 2(Q= 二 < 时) 或 K 
LX ](Q=K(X).ChK42 时 ) ,Or 为 下 的 代数 整 元 环 , 素 元 p€E2Z, 则 怡 有 三 
种 可 能 : 
CR) 恰 有 一 个 PE SpecO; (MaxO; ) 严 格 包含 着 pO; (因此 P? | pOr). 
此 时 称 p 在 Oe (或 ) 中 是 分 赎 的 (ramified), 称 P 为 p 上 惟一 的 素 理想 ， 


常 记 为 bp。 此 时 pOr=P? B P=P(mod p0,) (OO. / PO, ; 

CS) 恰 有 两 个 不 同 的 Pi, P: € SpecOr (MaxOr ) 严 格 包 含 pO; ( 即 pO; 
无 平方 素 理想 因子 ) ,此 时 称 p 在 Or (或 下 上) 中 是 分 裂 的 (split) 。 在 此 情况 
FP Or/pOr=F DF: .F;=Z/pZ 为 域 ; 

(1) pOr € SpecOc (MaxO; ) ,因此 OF 中 无 其 他 素 理想 包含 pO; ,此 时 
称 p 在 Or( 或 下 ) 中 是 惯性 的 (inert) 。 在 此 情况 下 ,Or/pOr 一 为 Z/pZ 
的 二 次 扩张 域 。 


I Pd CMS 
P P, E Pa P, OF 

por =P? POF =P, P, pOre MaxOF 
(R) (S) (1) 


一 般 地 , 设 下 为 域 Q 的 n KROP KS. BoB EF IZ 
ACP «B s BS = det(T(BB,)), 
PRN B 8. B, AY FU AUK (discriminant), HT iE ACB, se eee B) KO 时 BB， 
Boosh 必 为 和 在 Q 上 的 基 。 在 下 为 Q 的 可 分 扩张 时 ,二 者 是 等 价 的 ( 反 
过 来 也 成 立 ) 。 这 里 .F 为 Q 的 可 分 扩张 是 指正 的 任 一 元 素 a 都 是 可 分 的 ， 
即 有 fi € Qe]. f(z) 无 重 根 ,使 f(a)= 二 0。 完 全域 ( 指 其 上 的 不 可 约 多 
项 式 都 无 重 根 ,比如 特征 数 为 0 的 域 , 有 限 域 等 都 是 完全 域 ) 的 代数 扩张 都 
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是 可 分 扩张 。 对 Q@ 的 可 分 扩张 下 ， 
ACB, B 48, = det(B,”)’, 
Hp ASOR BO NB EQ EMSA. m 
A(1,8, B" 1) = (- 1)" ENC CDD, 
其 中 f(x) E QLA BIBBUNES. XX Q= BB e € Or 时 ,A 
(Boho BIEL. FR FE. 上 的 基 中 必 有 使 14A(& E BO TL RR 
值 的 基 B... ,…,8,。 对 这 种 基 , 在 引 理 7. 3 中 我 们 已 得 如 下 结果 : 设 | 下 : 
Ql=n.Or AF PH RAB IH OFA Oc, dp am sae mwEA 为 下 在 < 
上 的 基 且 使 |ACa ,as,…,a,)| 最 小 , 则 A= a, + Zas +s + a, RK aso, 
Uta, 为 4 的 整 基 , 它 总 是 存在 的 。 
由 此 知 F— OCG) ELO, 必 有 整 基 ww, ,ws, 即 Op 有 惟一 表示 :Or = 
Cw, Hw. 4 d=2.3¢(mod 4) 时 可 取 wi = 1, w, = Jd ;d=1 (mod 4) 时 可 取 


wi Late = EN |e we US GEN A/D aR A) 


4d, d — 2,3(mod 4) 
AWd) = d, = ] (mod 4) 
用 Legendre 记号 
l, m 为 mod p 3E Jr Sil ds . BP z^ —m( mod p) A 3& ft 
yo m 为 mod 户 非 平方 剩余 , 即 x? =m (mod) KK fg 


0, pim 


可 证 ;对 素数 p>2s (2) = —1 CBE) = — DB pOr € MaxOes (2) = 1 
IB CO — DE, pO = P, P; Er P,=(psat+VA),P.=(p,—a+vVa), 
P, , Ps € SpecO; . +a 为 zz 三 Amod pz RETE = OC HDS) =o) AF. pO; 


=(p.JA)*?,P=(p.V/A) € SpecO;. 对 于 素数 2, 24 d=5(mod 8) At, 20; € 
SpecO, ; 24 d=1(mod 8) ft .20¢ = (2, (1+/d) /2)(2, 1—vd) /2) 4 O 中 
两 个 不 同 的 素 理 想 之 积 ; 当 d= 2 (mod 4) HJ d=2,6(mod 8) At, 20, = (2, 
Jd)? 为 Oe 中 素 理 想 P 的 平方 ,而 当 4 圭 3(mod 4) 即 d=3,7 (mod 8) 时 ， 


20; (2,1--/d)* 仍 是 Or 中 素 理想 已 = (2.1 十 Va) 的 平方 。 因 此 可 列 出 
下 表 ( 见 [LBerrick,2000 |), 
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TIC 


d-2.3C(mod 4) 
d=] (mod 8) 
d=5(mod 8) I 


2 
R 
S 
BENNETT AREE O/O SnD] Or/pOr = 22 


直面 我 们 来 证 更 一 般 的 结果 。 

命题 23.2 (D eK AiM.ChK4#2,Q=K(X).F=Q(Vd),3¢ H de 
ZZ 二 KLXj 无 平方 因子 ,pEZ 为 素 元 ;或 Q— 2,Z=2 fH dzÉl( mod 4) 无 平 
方 因子 , 则 Op =Z iva) 8 

(D 若 d 关 a* (mod pp)，YaE€E2Z/pZ, 则 pp 是 惯性 的 ; 

GD Æ Y^ ~d=0(mod p) 有 两 个 不 同 的 解 e 与 一 e( 即 d= (mod p) A 
pP 关 2), 则 p dE ERIS. EL PO, 的 素 因子 为 Pi =(p.Vd—e),P2=(p.vd+ 
e) rp e=e(mod p); 

GID p=2 是 分 歧 的 , 且 d=2(mod 4) it .2— (OD. A d==3(mod 4) 
时 ,2 一 (2,1 十 VZ); 

(iv) pld Bb. p WAER, EL p Cp D. 


(2) Q=. H d=1(mod DEO = 7C OH /D]R 


GO 2hp FE. CD BAY), Gi). Civ) REA ; 

(vi) ik p= 二 2, 则 

(D d=1(mod 8) 时 ,2 是 分 裂 的 ,2O: 的 素 因 子 为 Pi =(2,04+Vd)/2), 
P,=(2.(1-—Vd)/2); 

© d=5(mod 8) 时 ,2 是 惯性 的 , 即 20, € MaxO; 。 

证 (1) 由 引 理 23.2 知 Or — ZL/d J, FÆ 

Or/ POr œ CZ/ pZ)LY]/(Y? — d), d 为 同 余 类 4d (mod p). 

(1) 当 dzÉa^ (mod p), VaC Z/pZ it. Y’ —d BEA. AK Oc/ pOr 为 
域 , 即 pO, E MaxOr 。 因 此 p 为 惯性 的 。 

Gi) Y" —d-0(mod pp) 有 不 同 的 二 解 十 a(p 关 2) 时 . 

Y—d=(Y—e)(Y+e) 
因此 .由 中 国 剩余 定理 (CRT) 知 ， 
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Op / pOr zc Z/ pZCDZ/ pZ 

为 二 域 之 直 积 。 于 是 p 为 分 裂 的 , 且 含 p 的 素 理 想 恰 为 Pi = (p,Vd 一 e)， 
P,=(pwWd+e), HK e=e, 

ME Y? —d=0(mod p) BH e€ Z/pZ 时 ,对 Y RPM 2e=0, THÉ € 
=—e,e=—e’ = —d, [A 2d=0(mod p), Bl p|2d, Alb p—2 xX pld. 

p—2B].Z/22—(0.1), V d€ Z, m; Y' —d=Y (d=2(mod 4) D , EX 
Y!—d-Y'—1-(Y—1)»)'(dzà8(mod 4) 时 ) ,此 时 O, /20, HE AERE AE JE, 
因此 不 是 域 ,也 不 是 两 域 之 直 和 。 此 时 可 肯定 2 是 分 歧 的 , 且 在 4 所 2(mod 
4 时 ,2= (2,Va)ids=3(mod 4) 时 二 (2,14+V4)。 于 是 Gi 成立。 

(iv) pld 时 4 二 0, 因 此 

OF/ pOr > C(Z/ pZoLY ]/Y* 


有 非 零 敌 零 元 ,因此 不 是 域 也 不 是 两 域 之 直 积 。 于 是 p HIEKE = O, 


Jd). 
(2) 下 面 只 需 考察 Q=2,p=—2E€Z H d=1(mod 4)( 即 (vi)) 的 情况 ， 


此 时 由 引 理 23. 2 知 ,0 一 2[ 志 (1 十 Vd)] 且 方 (1 十 V9) 有 极 小 多 项 式 Y? 一 


Y-- 0-4) AC oy Ld, 于 是 


Or /20e = (2/2 Z)LY]/(Y? —Y + d — 5/4) 
又 可 分 为 两 种 情况 : 

(D d=1(mod 8) , JKR YA 4] 1—d), HO —d)/4=0( mod 2) ,于 是 上 
RN Rh BIR Y —Y=Y(Y—1), AULA 2 为 分 裂 的 。 此 时 2 的 两 个 
素 因 子 为 Pi 二 (2,(1 十 VQ) /2) 与 

P,=(2,14+ (1+/d)/2)=(2,(1—/d)/2); 

(2 d=5(mod 8) 时 ,上 述 的 极 小 多 项 式 为 站 一 了 一 1, 它 在 Z/2Z 上 是 
BRASH. T EZ 为 惯性 的 , 即 20; € MaxOr 。 口 

在 引 理 7. 4 中 对 Aq Os BHM [LA | = OA| 为 理想 4 的 范 
(Cnorm)。 注 意 YVYaEOr'a 的 范 NN (4) 未 必 为 正 数 ( 如 OF =Z[V3].¢=142 
V3,N(a) 二 1 一 3，2: 二 一 11<<0)。 但 对 理想 的 范 ,我 们 可 得 如 下 结果 。 

命题 23.3 设 Or 为 ( 实 . 虚 ) 二 次 域 下 中 的 代数 整 元 环 ,0 关 PE 
SpecO; , 则 PAZ=pZ, p 为 素数 目 

(D IP} = b. b 为 分 歧 或 分 裂 的 ( 记 为 pERUS) 

b. pA GEA ped 
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(2) YAI Or, | A|| >20 且 仅 当 A=Ot By || A || 50; 

(3) VA.BIO;. | ABI = |All * | Bll; 

(4) |] aOg |} =|NCa)}, Va€ Or. 

证 itx P(1:4z HZ€PIDBUA PN Z=pZ,.pEeZ, 显然 ,PpZ EE 
Spec. A m p HARM. H Or 为 Dedekind 环 知 ,PE MaxO, ,于 是 Or7/P 为 
域 。 因 此 ,此 域 为 Z,= 二 2/pz 的 1 次 或 2 次 扩张 , 即 | 忆 下 = 加 或 六 。 但 
Op/P=(Os/pOr)/CP/pOr),Or/pOr WZ, 上 的 2 维 线性 空间 。 当 p AP 
时 , P=p,P/pOr 为 Oc/ pO, 的 1 维 子 空间 。 当 pp 分 裂 时 P=P 或 P,, 此 
时 P/pOs 也 是 Oe/ pO; 的 1 维 子 空间 。 因 此 Pl 二 pp,p 为 惯性 的 时 P= 
pOr. PI =p ,于 是 结论 (1) 成 立 。 

(2) 是 显 见 的 。 

(3) 由 OF- 模 正 合 列 

0 + A/AB — O;/AB > O;/A — 0 
及 同 构 A/AB=O;/BCHEE 22. 6) B8 (3) 。 


(4) Xf a WIEHE a, H aOgaO0e Al || aO0s || = || aOg ||, FH 
| aOr | “一 | aOF ¢ a OF | — | aa OF | 
= [| NaO l| = || | NGO | Or |l 


将 | N(a)| EN 分 解 为 素数 之 积 。 注 意 对 素数 p,OF/ pOr WZ, 上 的 2 HER 
性 空间 ,因此 | bOr || = p^. BIER || aOr ||? =N(a)?, FF || aO | 
=|N(a)|. [ 

由 此 命题 并 注意 到 Or 的 理想 都 是 素 理 想 之 积 , 以 及 任意 正 数 n 的 惟 
IRE n= pi pe PEC proni pie 为 互 异 素数 ) , 立 得 

推论 23.1 it Or 为 二 次 域 下 中 的 代数 整 元 环 , 则 对 任意 的 正 整数 n, 
Or 中 范 为 区 的 理想 个 数 有 限 。 因 此 , 范 不 超过 > 的 理想 个 数 也 有 限 。 

下 面 我 们 来 证 :任意 数 域 F 的 代数 整 元 环 的 类 数 he 也 都 是 有 限 的 。 
(虽然 过 去 我 们 已 提 过 这 个 结果 ,鉴于 此 结果 对 K 群 研究 有 重要 意义 ,我 
们 在 此 仍 给 出 证 明 )。 

先 证 A. Hurwitz 关于 Euclid 算法 推广 的 一 个 结果 ， 

引 理 23.3 设 下 为 数 域 ,[ 下: 23]=n, Or 为 下 中 的 代数 整 元 环 , 则 有 
由 下 确定 的 正 整数 mm ,使 对 Ya,BE O; B40, 4 t Stm, 5E we Os 满足 

| NGo — wf) |<| NCB) | 

证 ii FPLR Y—a/B. RAWEA m>0 与 weO;.1<t<m, A fi 
|I NGY—w)D| «1. WHR ro 为 Or 的 整 基 , 则 有 表示 式 
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Y= SOY tw, Y, c xs 
y=l 


ING) |= TISE rw] 
j=1 i=l 


< Cmax |y, |)", HH C= PTCST | wi? D >o, 
SIN jet i=l 


这 里 w” Aw, WEHT. + m=) >C 0C). Biz Y; =a; +b. Hp 
bj; 二 {7,)(Y, 的 分 数 部 分 ), 于 是 0( 委 六 二 1,a =S[7] REN Y; 的 最 大 整 
数 ) ,并 记 


Hu 


[Y] = jaw,, {7} = 325 


则 [Yj 十 {7Y} = 二 7 且 LYjE On WE 
p: F —» E" 


SOY w, | 一 > CY, TIL A 
ELE 


M eC DC L0. X--xL0, DESV KA 1 的 n 维 ( 开 ) 立 方 体 )。 对 aZ 
kb" +1l=m+1, SB pgp({k7Y}), 由 抽 展 原则 知 , 至少 有 两 个 (比如 vz 


CAV) 与 PUID AD BAAD EZ GAR). 4 t—h —l, Wi 1 
«xD =m, RK iyY=wtå, w=| ty] E Or ;0 的 坐标 (在 基 Th ."*'* DW, POR 
对 值 都 < 二。 于 是 


NGY —w) = NO) < Cl)" — C/o <1 口 


由 此 引 理 可 证 

定理 23.2 (H. Minkowski) 设 下 为 数 域 , 则 下 的 代数 整 元 环 Or 的 
类 数 hp =|[CKO | 二 ceo。 因此 KoOs 为 有 限 生成 Abel 群 。 

证 Y0 了 AdOs,0 了 aE A, 则 |N(a) | 为 正 整 数 , 因 此 有 0 关 BE A 使 

| NCB) |= min{| Né ||10za€ A) 
由 引 理 23. 3 知 , V CCA MA tm Ktm, WR we Os 使 
| NGa — wf |<] NCB) | 

由 ta 一 wBE A 与 1N(B)| 的 最 小 性 即 知 tia 一 wB==0。 即 ra € BOs ,因此 m! A 


CBO; , 4 B= pm 1A, M] B< Or H m!A=(80;)B. Aik A—BCO;s - & [n] 


构 , 即 A,B 在 ClCOr) 的 同一 理想 类 )。 但 BEA, FE m! BE (80,0 B.A 
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由 Or ARMA. mic B。 又 由 引 理 7.4 知 |O/mi1lOs |<. AEB 
Op|m!€ B) «coo, JER G&/ ND m 是 由 下 惟一 确定 的 ,因此 Y0 关 A4 Or 
必 与 这 有 限 个 之 一 的 B 是 Or - 模 同 构 的 , 故 hp <oo, 口 

由 此 定理 立 得 

推论 23.2 i FAROR, Or 为 其 代数 整 元 环 ,A< Or MYA kilher, të 
A’ 为 OF 的 主 理想 。 

令 上 述 定 理 证 明 中 由 王 确 定 的 常数 |OF /m1!1Os | 二 C, 则 又 得 

命题 23.4 设 下 为 数 域 ,O: 为 其 代数 整 元 环 , 则 有 由 下 确定 的 常数 C 
满足 :对 CICOr) 中 任 一 元 素 ( 等 价 类 ) ERR OA] Or FIA ll < 
C, 

关于 这 个 界 C, 对 二 次 域 已 有 如 下 的 优美 结果 ( 见 [Hasse，1980])。 


命题 23.5 iO; 为 <(Vq)(qE€Z2 无 平方 因子 ) 的 代数 整 元 环 , 则 对 类 
群 Cl(O: ) 中 的 每 一 个 元 素 ( 等 价 类 ), 必 有 代表 元 OFAC Os 使 
Jd, d>0H d= 2,3(mod 4) 
lA <b- Vd /2, d 0 H d= 1Gnod 4) 
?Q/[d|[/3. d<0H d= 2,3(mod 4) 
Jl d|/3, d <0 H d= 1(mod 4) 
因此 
(1) 在 任何 情况 下 ,对 CCO ) 的 任 一 元 素 , 都 有 代表 元 0 关 A 4 Os 使 得 
| A || <6<20/1d]/3); 
(2) 当 素 数 如 > 时, || pO, || >b HAR 23. 3), 因 此 只 要 考察 之 b 的 
素数 p. 
这 里 值得 注意 的 是 ,属于 C1(O:) 同 一 等 价 类 的 理想 ,其 范 未 必 相 同 。 
比如 任意 主 理想 Or =O; ,但 外 aor 二 一般 地 大 于 1 ,而 儿 Or || 1. 
至 于 对 主 理想 的 判定 ,( 判 定 A 为 Or 的 主 理想 ,可 知 (A) 在 C Or) rm 
是 单位 元 ) 。 有 下 述 结果 可 供 使 用 。 
命题 23.6 设 Or 为 (vd)(dE2 无 平方 因子 ) 的 代数 整 元 环 ,0 夭 A< 
O; H l| A || =n, 
(1) d=2,3(mod OR, Æ A 为 Os 的 主 理想 ( 即 (A) 平 凡 ), 则 不 定 方 
程 x —dy =n Ñ r’ —-—dy =—n 有 整数 解 ， 
(2) d=1(mod 4D BT 3f A X Or 的 主 理想 , 则 不 定 方程 (2zx 十 y)? 一 ay 
二 4n 或 (27 十 y)* 一 dy = —4n 有 整数 解 。 
证 id 
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Jd, d = 2,3(mod 4) 
E 30D. d = 1(mod 4) 


34 A=aO; (Bl A 为 主 理想 ) 时 , 记 a 一 x 十 ay, 由 命题 23. 3(4) 知 
IN(GDI- || A ll. FEE d=2,3¢mod 4) ff a=/d,NCa)=2? —dy =n 
或 Xx* 一 dy 二 一 n 必 有 整数 解 。 

类 似 地 可 证 d==1(mod 4) 的 情况 。 C] 

由 命题 23.1 又 可 得 有 助 于 类 数 计 算 的 下 述 结 果 。 

命题 23.7 it Or 为 下 =2(Gva)(dEz2 无 平方 因子 ) 的 代数 整 元 环 ,p 
为 素数 。 

(1) 3E p 在 Os 中 是 分 歧 的 , 则 (b)E CIO B BOR 1( 平 凡 的 ) 或 2， 
当 d=2,3(mod4) i! — dy! =+ p 无 整 解 时 ,Ord(p) 一 2; 

(2) 3 p TE OF PE TATE RS ILC BO) € CLICOF) 的 阶 数 为 1( 平 凡 的 ); 

(3) E p dk Or 中 是 分 裂 的 , 则 对 p RAF P PsP’ —PD 5, 
RI P.I = il P: | =p, Fit, d=2,3(mod4) H zx —dy! =p 无 整 解 时 ， 
Ord(P;>=2, j— 1,2, 

证 (D 户 在 OF rh HERE Or = pOr = P^. 因此 4p) 的 阶 数 为 1 或 2。 
又 显然 a-—2,3(mod4), x! — dy =p Fe AE OY, PAE 3EBERB Lord( p) — 2, 

(2) p TE Ox 中 是 惯性 的 时 ,由 于 pOr 为 主 理想 ,因此 (poOr = (OD, E 
阶 数 为 1。 

(3) p E Oc 中 分 烈 时 ,OF 二 pOs =P P,, AEC P,)=(P,) B 

OF/ pOr = Or/ Pi P; = Os/P, DB Oc/P;, O¢/P; = Z, j = 1,2 
KM iP, || = I P, | =p. X d—2,3(mod4), x! — dy = +p KE ARAN. P, 
dE 3:848 ,Ord( P,» —2,;—1,2, [] 

JE ANF E XR SR TE BIL AS BF (023, p=3 (mod 4) BI XCF 3 
G/ — pO BS 2C EEG ES HE PRAM ,这 里 以 其 他 情况 作 例 ) 。 


例 1 F 一 2QW 二 3, 一 3=1(mod 0,0, 2L 0-733. 


由 命题 23.5 知 CIO ) 的 一 切 等 价 类 都 有 人 使 | A | <\/ 羡 一 1, 因 此 
| AH=1, 亦 即 |Os/A|==1。 于 是 ClO)=1, 即 让 一 1, 由 此 知 
K (ZL $0 +V=3))) ~Z 
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2[ 了 (1 4+/—3)] € UFD 
用 此 法 同样 可 证 ,K。 GU OHITTDDZK, GUT O7 19 pz, 


因此 2[ 地 (1+V 一 3)] 当 d—11,19 时 ,也 为 UFD. 


例 2 F=26/—21),~21=3(mod 4),0: — Z[/—21 ], 

由 命题 23.5 MRAR || A || 20/21/32 22* /7—6, TÉ RE 
察 素数 2.3.5025 由 此 命题 知 无 需 考 虑 ) 。 由 命题 23. 2 容易 看 出 : 

2&4 HE 9.2 — (2. 1-/—21). 由 于 3121,3 也 是 分 歧 的 ,和 = (3， 
/ —210; X Hi T —2122'! (mod 5) ,5 W4P BH 5, = (5,2+/—21) ,5, 一 (5， 
2 一 /一 21) 二 57!。 因 此 

CKZE/— 21D = (162),63) 600)» 
$212,131 23.12-31 —6,22 4-21 — 3-2, 43,46 都 无 整数 解 。 
因此 (2 (30 (2 e SAEXEJLCTOS BUE Xo EE 23. 7 00 CO 的 阶 
BOE. Bb © 3)= (2) Oxo. 00. 又 z-2y--c-5A2XS 
数 解 ,于 是 (5; ), 《5,) 非 平凡 ,从 而 都 是 2 阶 元 (因为 5-5 BP 5i—1— 
(Oc. Reh E (2) Q3) =(5,) f= 1 B 2,4 a— (Q2) ,b— (4), 
Cl(Z[V— 21D = {a,b | a? — f = lab = ba} > Z QD Z 
Jj Klein 四 元 群 。 于 是 hs ==4， 
K,(Zi/— 21) 2 ZO 20 Z 

BO 设 天 为 有 限 域 ,Q= 开 (X) (与 代数 数 域 合 称 为 整体 域 (global 
field) ) , 则 对 任意 既 约 多 项 式 pLXJCKLX],KL[X]/p(X) KL X Be 8 m8. 
W. KLXj] 的 剩余 类 环 也 都 是 有 限 环 。 于 是 Y0 关 A4 K[X], || AT <, t 
可 证 Q 的 有 限 次 扩张 的 代数 整 元 环 的 类 数 必 是 有 限 的 。 

最 后 ,我 们 举 一 个 特征 数 关 2 的 有 理 函 数 域 的 例子 并 给 出 两 个 注 以 结 
RAT 

例 3 设 天 为 域 ,Ch 开关 2,Q= 开 (X) ,dg=dCX)EKEX] 无 平方 因子 。 

(D degd(X)=1 时 ,经 变 元 的 改换 ,可 令 d(X) =X, F=Q(,/X) =K 
YY) Hp Y =X, RRR EA Os - KEX]DL/X]-— KLY]€ PID, Ase, 
Ar 一 1,0F WHR (parabola)Y? =X 的 坐标 环 。 
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(2) degd( X) —2 时 ,经 变 元 的 改换 可 取 d 二 4d(X) 二 aX 十 5。 此 时 Or 
一 K[Xj[Vad]j 为 二 次 曲线 站 二 aX’ 十 b 的 坐标 环 。 

G Y —aX* 既 约 (作为 两 个 变 元 的 多 项 式 ), 则 对 应 的 二 次 曲线 为 “ 椭 
Al” (ellipse) , 8] t CICO oZ; BB hp = 2. IK c MOD 1 X AM 

Op = 2[X,YJ/(OX +Y? - D 
为 单位 圆 的 坐标 环 。 

(ii) Y^ —a X^ 可 约 时 , 则 对 应 的 二 次 曲线 为 双 曲 线 (hyperbola) ,可 算 

出 CICOF) 王 1。 比 如 取 K=7,d(X)=X +1. W 
Or = =[—X.Y]//(Y’ — X? 一 1) 
为 双 曲 线 的 坐标 环 。 

(3) degd X) —3 时 ,曲线 好 =dCX) 为 椭圆 曲线 (Calliptic curve) B 5 
i (genus) A 1 的 曲线 ,其 标准 方程 为 y = 二 x 十 &k。 这 方面 研究 已 较 深 刻 ， 
结果 十 分 丰富 。 在 代数 几何 与 数论 中 都 有 重要 应 用 。 

注 ( 1966 4F L.J. Mordell WEB T 2A y =r tk, k JG 6 KATA 
y=a tk 有 一 组 有 理解 (x,y),xy 关 0, 则 当 上 有 & 关 1, 一 432 时 , 必 有 无 穷 多 组 
有 理解 , 即 椭圆 曲线 y= 二 x 十 &k 上 有 一 个 (两 坐标 均 非 零 的 ) 非 零 有 理 点 则 
必 有 无 穷 多 个 有 理 点 (在 上 述 & 的 限制 条 件 下 )。 

此 外 ,可 以 证 明 : CIO 设 4291 无 平方 因子 且 d=1,2(mod 4), 同 时 
(WYV 一 q) 的 (代数 整 元 环 的 ) 类 数 不 是 3 的 倍数 , 则 椭圆 曲线 y — ar 
有 整 点 全 Gd 一 3 十 1,tE 7. 此 时 这 些 整 点 为 (1 十 d ,十 1(f? 一 3q))，。 

由 此 结果 可 知 :y = 二 x 一 2 的 整 解 全 体 为 r= 3.y= +5 CR h=1,d= 
2); y 二 x 一 13 的 整 解 全 体 为 + 二 17,y= 二 十 70( 此 时 hh=1,d 二 13)， 

(2) 设 d>0.d47 XXE ET BZG/ —d0 2E h — 3. d =a +b ,0 一 
2,3(mod 4),a 无 4t 4- 3 JÉ BB XE [NF . W y^ — x — d 无 整 解 ( 见 [ 柯 召 ， 
1980 D, 

由 此 知 y^ = 2° —31 无 整数 解 ( 此 时 万 二 3,31 一 2 十 33)。 

由 上 述 两 结果 可 看 出 ;类 数 的 计算 与 不 定 方 程 的 解 也 有 着 有 趣 的 关系 。 

LEGO ”类 数 也 与 多 项 式 表 示 素 数 的 问题 有 关 , 比 如 1974 年 M. D. Hendy 
证 出 ; 若 二 素数 pq. pq=3(mod 4), f(x) = px! + pr+(pt+aq)/4, 0| R=0,1, 


EIL 一 2 时 fO HIREK Sp) HIZ% h= 2. (A. Baker (1969, 


1971), H. L. Montgomery 5 P. J. Weinberger(1974) 以 及 H. M. Stark(1975) 


已 定 出 使 (VY 一 4) 之 类 数 为 2 的 全 体 a 的 值 ,5,6,10,13,15,22,35,37,51， 
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58,91,115,123.187,235,267,403 ,427( 类 数 为 1 的 全 体 & (WEF). 

值得 注意 的 是 :不 能 期 望 找 到 一 个 整 系数 一 元 多 项 式 , 使 它 在 任意 整数 
的 值 全 为 素数 。 事 实 上 可 证 : 设 Fz)E2Lz 人 三 , 则 有 无 限 多 个 2 使 | f(n)| 
不 是 素数 。( 可 令 m20 使 | FO) | =p 为 素数 (否则 结论 已 真 ), 由 lim| fr) | 
=A VE n >n, fi 234 nn, Wf Od | > p. Abb no+ phen, he! 时， 
fit ph) = flr) + p HEROM] Oo + ph) >p FES t+ pola 
数 )。 尺 管 如 此 ,多 项 式 表 素 数 的 问题 仍 一 直 是 一 个 有 兴趣 的 问题 。 比 如 ， 
对 多 项 式 x 十 + 十 p(p 为 素数 ), 下 述 三 点 等 价 : (1) p—2,35,11.17,41; 
(2) x! x-FpNr—0.1.:.p—2 时 取 素 数值 ;(3) 人 V1I 一 4p) 的 类 数 为 
1。(1) 二 (2) 在 1772 年 即 由 J. A. Euler 4&4. F.G. Frobenius 在 1912 年 
证 出 (3)=> (2), 而 (1) 二 (3) 在 Gauss 生前 即 已 知道 。1912 Æ G. Rabino- 
vitch 给 出 (2) 全 (3)。1987 年 由 P. Ribenbioim 给 出 三 者 等 价 的 初等 证 明 
( 见 [ Ribenboim.1989])。 

与 此 相关 的 有 两 个 具体 例子 :x 一 x+ 十 17,x 二 1,…16 时 均 给 出 素数 ;x 
一 + 十 41 当 r 二 1,2,*…,40 时 都 给 出 素数 ,自然 要 问 :; 任 给 正 整 数 N>, Æ 
否 有 素数 pp 使 7x 一 + 十 p, 当 x 二 1,2,…,NN 时 都 给 出 素数 ? 事实 上 这 是 一 
PEER RAN 2. I8 RAW T 8 7623 SHO ARENA. AW 
大 本 问题 有 肯定 的 解答 Rp 223 为 素数 , 则 有 素数 p: 使 z=1,2,…,pi 时 
T o—a-b p: 为 素数 。 当 然 po>pil(r=—p. 时 上 和 式 不 能 给 出 素数 ) ,以 此 类 推 ， 
则 有 素数 列 p; pl pim E x12. p oe —atp, 为 素数 。 取 
x=1.2, B48 2523 & NE SEE ECC p, p.720 ,1 二 2.3,… A E B f T Æ 
生 素 数 问题 。 取 x 二 1.2,3 X 182653 B — "ES Cp p, 3-2. p, 2-60 i= 
2.3.,… 从 而 “解决 "了 所 谓 的 “三 生 素数 " 难 题 , 由 此 也 可 看 出 ,多 项 式 表达 素 
数 的 研究 是 有 意义 的 工作 。 


$ 24 Descartes 方 图 导出 的 行 正 合 
交换 图 及 其 应 用 


ix -Ring 中 有 Descartes 方 图 


R R, 
iy Y Jo (1) 
R, S 
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其 中 产 ( 或 广 ) 为 满 同 态 . 按 $17 记号 , 记 P= (Pi,P,,h),P’= (P,P;， 
h) WA S- 模 同 构 
h@h 16509 PO @Q(S@P) + (SOP) @(S@ PD) 
|? |? 
SQ (Pi Q Pi) SQ (P: Q P») 
A ABA (169 6G Ox1)) 5169 Go 09x) , V x; € Pj; € Pi, 一 1,2. 我 们 记 
Q= (Pi @ Pr, P; È P», h @h’) 
来 证 Q~ PEP € kM. RẸ 
命题 24.1 设 (1) 为 ZRing 中 的 Descartes FA. HH, Rj, HRA 
K, Pœ(Pi, Posh), PP œP P, hD €f g. PRM, Q= (POP, POP 
Ch'), 则 有 RES [a] Hj 
Q 一 POP 
证 由 317 AI, PRP 可 写成 
PRP’ = (R © (P Q PO). R; G2 (P QP’), heap )， 
其 中 
heap :S Q CR, D POP > SOR EPOP) 
为 SR, 
注意 显然 有 R;- 模 同 构 
u, R, @(P@QP') PWP,, j= 1.2. 
直接 验证 下 图 是 交换 图 即 得 本 命题 
h pz p! ; 
SÈR C9 ( POP ^) S@R.B( PRP ) 


~~ 


169u 4 = ~ y Iu: 


Se CP. COP.) OR SC9 (P 09 P) [| 


为 研究 Picard 群 ,由 上 命题 先 来 证 如 下 命题 ， 

命题 24.2 设 (1) 为 ZRing 中 的 Descartes 方 图 ,其 中 j; Xi, HW 
AS P-- (CP, +P. hd € f. g. PRM, Ml) P P ufo R-MSP, 为 可 道 R,- 模 ,j==1. 
2 。 


证 过 : 设 P 为 可 道 R- 模 , 则 有 P =P, Ph) ERM fi POP'~R. 
由 命题 24. 1 知 
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, , , ; $17 
(P, Q Pis Pe @ Pr, hh) = POP x R —cCORS RD. 


于 是 
P, QP; cR, j=1,2 
因此 P, Ajn [as R- .;—1.2, 
一: 设 P, 为 可 逆 民 - 模 ,7 一 1,2。 id Pj; = Hom; ( P, oR), WA R,-H& 
同 构 
^P, O P; R,, 7 二 1,2 


但 由 S- 模 同 构 
h:S@P,>+S@P. 


知 , 必 有 SER E 
k:S& Pi — S CO P: 
BI P* =(P} P REL g. PRM TEME 241. ARRAY 
PoP =~ (Pi G9 Pr P. co Pz AGO AR) 


骨 由 交换 图 
SQU.GPr ) — SG. GP 
Iu = ~ 19A 
S--SGhR, — S GR,—S 
即 知 有 RAL POP 一 (R R DER. 故 PATE RA. CI 


参照 3 17 ,对 上 述 Descartes 方 图 可 定义 figi. fo. go 使 
» 1 " . 11 . ô fo 
R -L R, OR; > S Š Pic(R) Se 
Pic(R;) @ Pic(R，) — Pic(S) (2) 


构成 群 的 同 态 列 。 其 中 
Ai =U, Bi A.BIVaER ,fi(a)= (1 (0) ,i, (a)); 


g£—4^ Gi Pi.) MYB ER, se: -B)=7: (BIG); 
HERVYES =GL (CS) ,由 命题 24.2,(Ri,R, ,7) 为 可 道 尽 模 。 定 义 
CN =R, ,R; 08 GRUGR;,)D. YVES; 

fo CUP, ,P4 A2) — (OP) (Ps)), V CPi, Psh) € Pic(R); 

go (CCP, >. (P2))) = SOP SOP) ,VP,) € Pie( R) j 1,2, 


233 


代数 天 理论 


下 面 来 证 (2) 为 群 正 合 列 且 有 下 面 的 交换 图 (3), 即 
命题 24.3 设 (1) 为 ZRing 中 的 Descartes 方 图 ,其 中 j: z ji 为 满 同 
态 。 则 有 (Abel) 群 行 正 合 的 交换 图 


i y ô fo 20 
Ki (RK; CR) BK R? K; (S) — Ko (R) — Ko Gà 中 Ko (R2 Ko (S) 
det y det&B det V det V det V detDdet V det V (3) 


RO R; GR: 6 
fi 51 


其 中 上 行 的 Sisk 105 fo ' 8o 的 定义 见 8 17. 左边 三 个 竖 直 箭头 所 示 的 同 态 
det 为 交换 环 上 年 阵 行列 式 诱 导 的 同 态 (4Ah>det4)。 右 边 三 个 竖 直 箭头 所 
示 的 同 态 det 的 定义 见 3 21 命题 21. 1Cdet— ex: [L «M ] l9 CA" NDO ,为 简化 记 
号 ,与 左边 的 三 个 不 另 加 区 别 。 

证 为 简化 记号 ,而 又 与 上 行 的 同 态 相 区 别 ,在 以 下 证 明 中 将 (3) 中 下 
行 的 同 态 figi Os forgo TAIN fis gio Po go 

由 》18 已 知 (3) 的 上 行 正 合 。 又 (3) 的 交换 性 可 直接 验证 (只 需 注 意 : 
det: Ko (R)—Pic(R) ff det([ P, , P» A D = (detP, .detP,,deth)), 

现 证 (3) 中 的 下 行 是 正 合 的 即 可 。 事 实 上 ,由 (3) 是 交换 图 以 及 上 行 正 
合 可 知 下 行为 复 形 ,这 是 因为 

gifi =A ETES) Sdet+> gi fi = 0 yeh e det = 0 


oahs? 
同 理 知 6f1 —0, f,9—0. go fo —0. Ite, RERNE: Ker gi C Im f,, Kerd 
CIm gı , Ker f; Im 0, Ker go CIm fo. 
(1) V (a.a) E Ker gi, ji (a) =j: Ca; ) ,因此 由 Descartes 图 的 定 
义 , 必 有 惟一 的 @ER flic =a,,/=1,2. FüEa€R' 即 知 
Caisa) = (i (@),i,(@)) = fila) € Im fy 
BSE A 1 (a, ) =f: Cae) ll. ji (2; 0—js (ar!) ,于 是 有 惟一 的 wo ER 使 i 
(a’)=a,',J=1,2, (B ji oID2j;(00—1, FRA E— B9 o ER ffi, (0 )—1 
(这 里 的 1 各 表示 相应 环 的 单位 元 ),! 王 1,2。 由 此 知 o —1, 而 
iaa ) = i,(a)i,(a’) = aar’ = 1 
因此 又 知 aa 一 1, 即 wER , 

(2) VaEKer9。 在 PicCRO PHAR, R..a)=(R)=(R,,R,.1),8 
此 有 RORIS EGO Reva) (RR D. #8 17 知 此 同 构 可 表 为 (@ sa): 
(Ri ,Rs ,a) 一 (Ri,R;,7 了 ) ,其 中 ai:Ri 一 Ri 为 R,- 模 同 构 . 因此 a, € GL, (R) 
=R; ( 同 理 o; € Rz: ), 且 有 交换 图 
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Ga, yo ~ 4 1@a 

Sx SOR, - SOR:~S 
由 此 知 有 交换 图 | | 
S S 


jo yy 二 Cr ja 
S +s 
TE a=(j,a)) (joa)! =g1(a,,0,)EIm gi. 
(3) V(P,, P1) € Kerf, MBACP, =1€ Pic(R;) .j=1,2, AA 
R,- 模 同 构 a,:P; 一 R, ,j= 二 1,2。 于 是 可 定义 SHEI k: SS 使 下 图 为 交 
RE. 


S&P, 一 S&P.: 
169a; Y — 一 Y 169a; 
SCOR, SQR: 


由 此 知 (a sa): CP,, Pash) (RR; , 52g RMA. EE CP, Pah) = 
《Ri R:.k). 再 由 EGL1(S)= 二 S$S BD 
(Ri,R,,k) = CK) E€ Imé 
BD CP, ,P,,h? € Imó, 
(4) V CCPO CP) € Ker go fi SOP, = (S@P2). 于 是 有 SE 


同 构 h :SP 一 S@P,。 因 此 由 命题 24.2 知 (P, P) € Pic(R) 使 


Py, (Pa)) = fo((P,,P25h)) € Im fo [L 
命题 24. 4 设 (1) 为 -Ring 中 的 Descartes JA. EH j, Ik CR jeler ) 
是 满 喘 射 , 则 
(1) 图 (3) 的 下 行 中 gj 为 满 同 态 ,f AAPS, H 
Img, ~ (Pic(R,) CD PicC R;)) /PicC RD < Pic(S) ; 

(2) 34 Pic(S)=1 AY. PicC RO = Pic(R, )PPic(R-), 

证 dH js AM SADA n € R; fij: 080 —1CS 的 单位 元 ) 且 由 
Jile mV ee S Yn ER B&B jnOoO-—u Alb girir) =u, BE 
知 gi 是 满 的 ,于 是 由 (3) 之 下 行 正 合 知 6 二 0, 且 fo 为 单 的 。 于 是 
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Kerg = Imf, œ Pic(R) 
由 此 即 知 
Img; (Pic(R,)  Pic(R:))/Kergo 
œ (Pic(R,) @ Pic(R2))/Pic(R) < Pie( S) 
由 (1) 得 (2) 是 显然 的 。 g 
作为 此 命题 的 应 用 , 仍 以 》18 中 的 群 环 ZG = ZZ, 作 例 ,来 证 
推论 24.1 设 G={1,g,…,g* SZ, 为 p 阶 循环 群 ,p 为 素数 ,$= 
e? Hp 次 分 圆 本 原单 位 根 。 则 
PicCZG) œ PicZ[£] ~ CICZ[£D C Ko (ZLD ~ rKo CZ[£]) 
证 由 8318, 有 Descartes 方 图 (其 中 j (0 — D, 


12 


i, | Yj, 
z= z, 


由 1&0?! 二 0 Bry = 1+ Ete +O IE LOLE FE 
n€z[€] Jii) p—1. WEA ji laa ZC > Z; 为 满 射 (注意 2 
为 循环 群 阶 数 为 p 一 1)。 但 Z, 为 域 ,Pic(2Z,) 一 1, 因 此 由 命题 24.4(2) 即 得 
证 (注意 2[ 外 为 Dedekind 环 , 结 论 中 右面 三 个 同 构 由 定理 22.1 可知)。 O 

EO 可 以 证 明 : 设 RE CRing,G 为 群 , 则 RG 为 整 环 舍 R 为 整 环 日 G 
为 无 挠 群 ( 比 如 见 LKarpilovsky,1983])。 因 此 上 述 的 2 不 是 整 环 (但 为 连 
通 环 , 见 8 18) ,从 而 上 述 推论 给 出 用 Dedekind 环 的 Picard 群 (理想 类 群 ) 
计算 非 整 环 的 Picard 群 的 一 个 佳 例 ,从 中 又 一 次 看 出 Dedekind 环 的 重要 
PE 

显然 ,应 用 (3) 计 算 Picard HR K, 群 等 的 关键 在 于 构 作 适当 的 Des- 
cartes 方 图 (1)。 下 面 给 出 较 一 般 的 实例 。 

引 理 24.1 在 Xing 中 设 5 :R 一 R: 为 单 同 态 ( 包 含 映 射 ),14 R, HITZ 
R, RR, =R/1I,S=R,/1,i,:RR, .j2:R. 7S NERIS. jR Si, 
诱导 的 标准 单 同 态 , 则 


| , (4) 
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为 (使 js 为 满 同 态 的 )Descartes 方 图 。 

证 图 (4) 的 交换 性 是 显 见 的 。 又 Vre€R,,ri 十 1 二 ri € Ri 二 R/T1, 若 
让 (十 了 二 jp (ro), 则 R/T==S 中 十 I 二 rs; 十 TI。 于 是 由 ICR,r CR Ar, 
Ern HIGER, MM i (ro) =r si lra) Sr tSr r 的 惟一 性 是 显 见 
的 , 故 (4) 为 Descartes 方 图 。 C] 

推论 24.2 ik R:=ZĻa],@ =aa+b,a,bE Z, x? —ax—b 在 Z[xzj] 中 不 
H29, R=Z|ra],r>0,r€Z,I=rR:, R =R/1I,S=R,/1, 0 R =Z, Sc 
<, La] =R [e] H Descartes Fy Ki 


i |i (5) 


其 中 Git mra)=n( mod r) ,因此 为 环 的 满 同 态 ,7 为 标准 的 环 的 满 同 态 。 

证 显然 RER, = Z| a), 因此 有 环 的 单 同 态 ,i; :R 一 R,, 又 由 Iq R;.I 
CR #1R,=R/I=Z,,S=R,/I~Z,laJ=R, [a], FEHEM 24. 1 知 (5) 为 
Descartes FA. ioj: 为 满 同 态 是 显 见 的 。 L 

推论 24.3 在 推论 24.2 中 取 a= OHTA) d EZ 无 平方 因子 ,4 
>0 H d=3(mod 4),r=2,i) R= Z[ra]— Z[L/ —d |, R, >Z, GR), R, =Z 
DOT]. S- Z[«] - Ri[o] 且 有 下 述 结果 (由 于 Pic(T) €2M, YT 


€ CRing. AAR. AR PAH Pic(T) =1 CF LB) IW Piec T) —0, 


证 ”为 证 本 推论 ,只 需 分 情况 地 确定 K,(R) 或 Pic(R) ,其 他 都 是 显 见 
的 。 


注意 d=3(mod 4) 即 d=3,7(mod 8) ,此 时 =a (14d). X 815] 


PB 23.2 H.R, —Z[a ]y Dedekind 3$ (4B R=Z[ Vd] BE Jy SER EMH 
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Dedekind $$), 
(i) d=3(mod BRE (1 +d) =1(mod 2) GE SE d 可 表 为 4 =8k+3), 
Æ R — (0.1) E x^ t+ar4l] AAA. @ =a—(1+a)/4, 
o? —ad d) — a! Las 1-2 0, 


因此 S 为 域 ,于 是 K, (S)~K, (R) .Pic(S) —Pic(R,)—1, KAR, 为 2 
元 域 ,S 为 4 元 域 知 K CR —R, =1,K (OSS 一。 

d 二 3,11,19( 见 823, 例 11) 时 R: € UFD H Xj Dedekind 环 , 因 此 为 
PID.K, CR;2z 7 ,Pic(R,)=1., 

(a) d=3 Hf, a fii a^ =aat+b.a,b€_, fff Pell 方程 r — ay =t] 
(可 逆 元 的 范 必 为 土 1) ,可 得 R; 一, 尺 全 。 于 是 由 命题 24. 3 得 交换 图 
( 行 正 合 ) 


f, 1 . o . Gy 
K(R) —— K\(R,) “++ >, — xp) 9 —— 


+ tot. 1 T h 


, 一 人。 Pic(R) 0 0 


FR, f 40> fi 4>Ker 8 一 Im fic Z2»gilfli-20—0.- FE Pic(R) = 1, 
由 gi 满 又 可 看 出 上 行 的 g A. FE O=0. IATA K,(R) 二 -。 

(b) d=11,19 时 , 仿 上 得 

R: SR 之 7 了 ,Ri1,S 同 (a),(a) 中 的 交换 图 中 下 行 的 2 Sc. 即 得 本 
情况 下 的 行 正 合 交 换 图 。 于 是 下 行 中 所 关 0 二 手 为 同 构 二 > 帮 满 二 gi = 二 0 二 6 
为 同 构 。 因 此 Pic(R)~-;. ihe =-0 又 可 得 上 行 的 g=, FEET ô 
为 单 同 态 , 且 可 看 出 Imf,=-。 因 此 K GOL... 


Gi) d=7(mod 8) 时 ,了 (4 十 1) 二 0(mod 2) ,因此 S ra? =a, HC S 


~P K (SOSI, PiS) — 1,K, CS) 一 S —1, 
3 4—7,15,23,31 时 ,R; 为 Dedekind 环 ,容易 由 命题 23.5 看 出 
l; d=7 
CICR) œ Pic( RS) — 42, d= 15 

Z3, d = 23,81 

于 是 K (R) — Z@Pic(R,). Mm R7 ,Ko (G0 Z,.Pie(R)) —1, FEA 

命题 24. 3 得 行 正 合 交 换 图 
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i , 6 Ü LL _ . in . - 
K, GO——K, (R. )——0 —K,; Go -中 (中 PicCR E. D. 


dety Y Y Y Y v det 

E f -2 "n 0 Pic O77 *FicC Re) z, 0 
HIER., FTF NAH. FÆ Pic(R) 守 Pic(R;)( 由 上 ) 已 经 求 出 ,又 由 上 
行 知 fo 是 单 的 ,由 此 可 看 出 K,(R) 人 一 -个 Pic(R) 一 外 Pic( 民 ，) 。 E 


注 @ hE, d=3,7,11.15,19,23,31 tf. AR R— [Vd] X 
Dedekind #( an d=3.7 时 ) 但 K, 群 都 可 分 解 为 K,(R) 二 2 中 Pic(R)。 事 


实 上 ,在 这 些 情况 下 它们 都 是 Dedekind I R = [5 +/—d) 188 CF 


环 ,对 二 次 域 的 代数 整 元 环 的 真子 环 O ,可 以 证 明 ;0O7 必 为 Noether BHA 
(OU MaxO' = SpecO', Wit O 为 Dedekind FOO 为 整 闭 的 。 还 需 注意 
的 是 ,对 Dedekind 环 R, R€ PIDGK,(R) — “(SRE UFD), {AX BH R., 
不 能 由 OK, (CR) =~ BR RE PID. Ait A Dedekind 环 , 比 如 域 已 上 的 多 元 
ZIEXAIRR-—FLn.go.es.r.]nD1. RHA, K.(CR)_ AR BR 
不 是 Dedekind 9^, 

作为 本 节 的 结束 ,建议 读者 在 推论 24.2 PR o=/—-d.d 是 无 平方 因 
子 的 正 整 数 , 或 取 d=1.2(mod 4) 对 推论 24. 3 研究 相关 的 Picard HER K, 
群 的 计算 ,这 将 会 加 深 对 本 节 方 法 的 理解 。 
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HT EK: 群 计算 的 复杂 性 以 及 在 代数 数论 中 有 重要 应 用 ,在 本 章 中 我 
们 用 七 节 的 篇 幅 进 一 步 地 介绍 Ko 群 的 计算 以 及 一 些 相 对 K 群 的 计算 。 特 
别 是 在 $ 26 末 给 出 了 一 个 附录 ,专门 介绍 数 域 的 K 群 研 究 至 今 为 止 ( 包 括 
了 2001 年 的 一 些 新 结果 ) 的 一 些 热 门 问 题 进 展 情况 。 在 本 章 中 ,我 们 用 
Steinberg 符号 {,} 证 明了 RF AN K: EK,F—(Q(F ,F D.H Fon 
价 于 K: 下 不 可 数 ; 当 下 为 有 限 域 时 ,K: 下 是 平凡 的 。 对 有 基本 重要 性 的 有 
限 环 Z, ,证 明了 K: Z œZ: (nn 为 4 的 倍数 时 ) 或 平凡 群 (n 非 4 的 倍数 时 )。 
用 符号 (,) 则 给 出 了 交换 局 部 环 的 K; 群 的 生成 系 ,并 将 这 一 结果 推广 到 一 
类 重要 的 交换 环 ( 见 推论 30.50, 827 较 详细 地 介绍 了 研究 K 群 用 到 的 
重要 工具 一 一 赋值 ,并 给 出 有 理 数 域 < By K: 群 的 结构 分 解 的 优美 结果 。 
3 28 还 给 出 了 由 Steinberg 符号 导出 的 一 些 互 反 律 ,特别 是 数论 中 常用 的 
二 次 互 反 律 。 在 3 31 中 ,我 们 还 证 明了 K: Z—Z.. wR ZAE = 
Z/0 Z, 5 K: Z,(n 为 4 的 倍数 时 ) 的 上 述 结果 是 一 致 的 。 


$25 Steinberg 符号 与 K, 群 的 计算 


由 于 OK. 群 的 计算 较为 复杂 ,在 研究 K: 群 时 ,常用 的 方法 是 (利用 一 些 
便于 演算 的 符号 ) 找 出 K: 群 的 一 些 元 素 ( 研 究 这 些 元 素 的 阶 常 可 得 到 K: 
群 的 一 些 子 群 ) 或 子 群 (Sylow p FHS). Ha. ECR) PARA A.B 使 
AB= 二 BA。 取 它们 在 Steinberg 映射 $8;St(R) >E(R) 下 的 原 象 a,bE SER) 
( 即 $(a)==A,$8(5)==B)。 由 K,(R) 二 Ker$ 即 知 [a,b5]E€ K: (R). ERAI 
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况 下 ,J. Milnor 引进 了 记号 Ax B—[a,b]CE tB $(a)=A,$(b)=B), 在 
S11 中 我 们 事实 上 已 经 得 到 ( 见 引 理 11. DD, 

引 理 25.1 it A,BEE(R),AB=BA,a,b€ St(R) {E $(a) =A, $b) = 
了 B, 则 4Ax*BEK:(R) 与 up 的 选取 无 关 。 

证 由 K; (R)=Ker?=C(St(R)) 090, ELA $a) =A, $C) — B, BU 
A c.d € C(StCR) MB a, =ac,b —bd ,于 是 La b, ] [a,b] A * B, N 

再 来 证 明 x* 运算 的 一 些 规律 (事实 上 是 换 位 子 性 质 与 K; 群 定义 的 结 


引 理 25.2 (1) # A,BEE(R) ff AB=BA, M) Bx A-(A* B)! OR 
XT BK EE) ; 
(2) 4 A,B,A,,A;,B,,B,€ EGO fi A,B =BA,,AB,;=B,A,j=1,2, 
则 
(A A:) * B = (A, B)(A; * B), 
A * (B,B,) = (Ax B,)(A * 8B,)( 双 线性 性 ( 双 乘 性 )); 
(3) 设 A,BEE(R)(# AB— BA , Wu 
(PAP ')x (PBP ')=A* B, YPEE(R)( 内 自 同 构 下 的 不 变性 )， 
证 (1) 由 [65,aj 二 La,b]“' 即 得 。 
(2) 取 al,as,b 分 别 为 A ,A;,B 在 ?下 的 原 象 , 则 
(A, * B)(A; * B) = a,b, aj b a;ba; b | 
( 横 线 上 元 素 E Ko; (RO) = CCSt(R)), 可 换 到 A 处 ) 
= a,a,ba,'a;'b' = (A,A,)*B 
A * (B B:) == ((B, Bz) * AY" 


| 


= ((B, x AYB; A)! = (B, x A (B, x AY! 


“ay (A* BOCA x BD saree (A* Bi (A * B) 


(3) S $(p) =P, $(4) =A, $(b) =B, Ml 
(PAP 7) * (PBP~') = pap" php pa p^ pb p^ 
=, paba "b p = [a,b] = A«B N 
E(R) 中 的 下 述 元 素 


dis(u) = , 
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l 
d, (v) = 9 


I... 

特别 有 用 ,因为 容易 看 出 d,,(u)d,,(v)=d,,(v)d,,(u). Br di GO * di CU 
€ K (R)。 对 此 ,我 们 给 出 定义 

ENX 25.1 iX RE Zing, u, v€ R` 使 wv 二 vu, 记 

{usv} = di (u) * d (v) 

FR.) 为 Steinberg 符号 。 

O Steinberg 符号 作用 很 大 ,可 以 证 明 ; 若 RE ZRing 且 有 环 同 态 
R 一 (复数 域 ),x,y 为 不 定 元 , 则 {zx,y) 生 成 Ki GR yx sy DW 
无 限 循环 的 直 和 项 ( 见 [- Milnor,1971])。 另 一 方面 , Steinberg 符号 又 是 研 
究 域 的 K; 群 (特别 是 数 域 的 代数 整 元 环 的 K, 群 ) 的 主要 工具 之 一 。 

Steinberg 符号 有 如 下 的 便于 计算 的 性 质 

定理 25.1 i RC ing. u;v.wuC€R' Aouv;=vu,u,v=vu,,j=1, 
2, ll Steinberg 符号 具有 如 下 的 基本 性 质 (1),(2),(3) 以 及 导出 性 质 (4)， 

*,C0)0 
C1) (u.v)—iv.u) (反对 称 性 ); 
(2) as U} = Lu VU) {iu U}, 
(u uvu} — (usibus vo AR); 

(3) 4 1—u€ R' ff, {u,l—u}=1(Ef u+v=1 AY. (us, v) =1); 

(4) {ul} ={l,v} =l; 

(5) (lu,—uj—1; 


(8) (lu v) —lu.v  }= luv} | —(v,u^; 

(9) 3:2€ R' ,Jui27,—1)—1, Vn€ «, 

证 (1). (2) EX 25.1 与 引 理 25.2 即 得 。 

(3) 和 


(4) {usl}={u,] ° l} (2) (Gu, lii } ,消去 { {u.l } 即 得 1 us l}=1, 
1 —171— 
BI (v.l Ji l, 
(8) ) 由 tu vi evi lvi =] Wuv) Gv) 二 1 [n] FH 


BAR Ks 群 的 计算 与 应 用 (9 25) 


(5) u=1 时 由 (4) 知 fu 一 uw} 二 1;w 关 1 时 ,注意 1 一 = 二 一 uw "(1 一 
uu)。 于 是 当 1 一 wE€ER' 时 一 uw 二 (1 一 wD/(l—u ) .tlu.—u)-2iu,(1—uXl1 


ty) uu oly) — -1 1 一 1 
u ) I= el uriu.(l—u ) inris ulu .l—u 1). A 


此 ,在 这 种 情况 下 ,(5) 的 证 明 也 归 为 (3) 的 证 明 。 用 后 面 的 引 理 25.5 与 引 
Jg 25. 4 的 (4),(5), 可 对 一 般 情况 (不 限 1—u€ R' ) 证 明 (5)。， 

(6) FRCL) A, {ue mn ul .Blülu,u)y!—1, 

(7) (u, — 1)? Go 1) 二 1, 同 理 知 {一 1,v) — 1. 

(9) 由 (3) 可 知 {2, 一 1) 二 1, 因 此 {2", 一 1)= 二 1( 由 (2))。 [L 

注 避 ”事实 上 年 理 中 的 (2),(3) 为 基本 性 质 ,(1) 也 可 由 (2),.(3) 推 出 。 
因为 用 后 面 将 (不 用 (1)) 推 出 的 (5) 及 由 (2) 推 出 的 (8) 可 得 


{usuv} = (lu.vj(u. —u) 


= {u, — wu) = (u, — vu } f vu, — wm} 
= fu, — vuy lu uv, — vu} = {v'.— wu)? 
(uv, =v ful, — vwu) = iv ,.u] 
= {usu}! 
注意 上 述 的 
—] 
dis (u) = 211298 et, eis elei, , 
-1 
di (v) = TEM er, els e ej o 


据 此 ,可 引进 记号 
w; Cu) = x, (u)r; (— u)r, (u), 
h, (u) = w, Dw, (— 1), Vu € R, i £j (1) 
于 是 | 
di (u) = ?(h (Q0), 
di, CU) = $h 000. (uv) = [hs GO. hs 00] (2) 
先 来 证 ,更 一 般 地 有 
引 理 2S. 3 设 R€sing.u€ R^ ,iAj, Dll vo; (er (一 的 一 1, 即 ,(z， 
G0) =w; (一 w), 因 此 (1)= 二 1。 
证 w, Dw, (—u) 
=x, WX, Cu r, Cu) * x, (~ux; u x (— u) 
=r, u)r; (u Yra lu ay (u) 
=r, (u)r; (—u)=l [ 
下 面 为 方便 起 见 ,将 (z (x))” 记 为 w (a) ' 我 们 有 
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引 理 25.4 设 RERing,u,v€ER', 则 
(1) # ijkl H.W 


ws (VU) TH Cu) = xy Ww, Cv), 


ws (CUI Wy (Cu) = Wy Cu) w, Cv)» 
于 是 
Wy (uz, (v)wy lu)” = z, (v), 
Wy (u) wi, Cv) Wy Cu) = us CU); 
(20 i ijl HÆ, MW 
wa (uz, (vw, (uy = r,C— uv), 
w,GOx,C— vw, Cu)! = 2, (vu), 
因此 
w, (u)w, Cv) wy Cu) = w, (— wv; 
(3) Bij lar, 
wy uwy (vw, Cu) = w,(— w), 
w, (u)w, (vw, (0 = w, u); 
(4) & iz, My 
w, (uw, Cw, Cu) = w,C-u vu), 


w, Gor, (v)w, (u)? = z, (—u vwu); 
(5) wy Cu) =w; (~u), 
证 hir, (a) f] Steinberg 关系 ((S1),(S;),(S;) 见 $10) 知 (1) 是 显 
见 的 。 
(2) wi GOx, GOw, Q0 7 


def Tu GOx,C—u Ty (WT CU x, Ws (u )r,C—u) 


——zr,.Q0x,C—u | da, (vx, Cu"), x; C— u) 
($2) 


CA JEIR A 1— x, (一 zz (v)) 
=x, (u)lx,(—u’) (x0) Jz; GO zy (—u) 


(Sa) Ey Cuz, >u vry CU x, C—uw) 


Tey Tul W ay (uv) x, (—u)z, (QU) 


CARRE A x (一 wr, Cu u)r, (~u 'v)x,(u) =1) 
(ots (uC—u v), ( uv) az; (v) 


lo) x, (v) 


=r; vair, ou ; 
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(—u v) 
类 似 地 ,有 


wy (u)r; (~v wy (u) =r; GOx,C—u ')x,(u) 


Ty Ox,C—uDAxCu rlu) 
(和 人 A 处 填 人 zz Dx, Cv 0—1 向 左 凑 成 换 位 子 ) 
=x, (wz, (—u Obx,C—v Dri Qo] x;C—v Dx, Qu (一 2 
=x, (ux, (>u Cr, (—v WR x, C—v xilu axu) 
=x, (u)x,(—u)ay(v Wrilu )x,(—v rlou) 
=r, (Laz, Cou Dru uw Jay (uv wa, (—v x, (— u) 
=x, Wr u) sx, C7u 70] ry ux ov arlu) 
=g (ux, Co Dr, (owe, (—v Dx (—u) 
= ry (u) xr lv u)x, Cu) 
=r, (vu) 
将 这 两 个 结果 组 合 起 来 , 即 得 (2) 中 第 三 式 与 (3) 中 第 一 式 。 
类 似 地 可 证 w, (ax, (zx G0 =z, (vu) 并 由 此 得 出 (3) 中 的 第 
LX. 
(4) 由 (2) 之 第 三 式 知 
w (— Dw, (v) wy) = w, (— (— 1)" v) = uw, Cv) 
于 是 
w, Cv) = w Cl) we, (ww, (— 1) 
w, WW, Cw, (uw) = w, (ww, (Dw, Cow, (— Dw, (u) 
= w, Cw (Dw, (a) 
w, Cu) w, Cu) w, Cu) w; (u)w, (— Dw, (u) 


1 一 1 一 
一 一 (一 MK )u,.(uu w., Cu 
(20.3) ut wn ) wy ( ) 


a wi (一 u vu) 
为 一 等 式 用 (2) 中 第 一 式 类 似 可 证 。 
(5) ADOR u=v 即 得 。 [1 


用 类 似 于 引 理 25. 4 的 证 法 ,可 得 在 各 种 情况 下 的 如 下 结果 。 
推论 25.1 i$ RE Xing,u.vC€ R^ Ml Uy (ux, (V)wy Cu) 与 Wy Cu) 
w, (v)wy GO 在 各 种 情况 下 的 值 可 列 如 下 表 : 
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wy (Wax, CO wy Cu)! wy GO, Cv) wy GO. ! 


k,l.i.j 的 关系 


x, (v) w, (v) 


da, (uv) ut, Cuv) 


由 (2) 的 第 一 式 取 u— —1 又 可 得 
推论 25.2 WW RC “ing, vER.i.j.l HE Ll 
x, Cv) = w Dr, (vw 7 
下 面 证 明 用 于 证 明定 理 25. 1(3) 的 关键 引 理 。 
5|38 25.5 iz RE -ing.su,vE€R’ H uv=vu, W] 
hy, Cuv) = hy Dh Cu) {u,v} 
Al usu} =1 S Ay, (uv) =hy COA, (Cv), 
WE 由 式 (2) 知 
(uv) 2 [A lu) Au] 
= hy, (whys (Why (Qu) Aa)! 


"m Ryo CW es Co) wi (— Dus, C1) eye C— uw wp (— v) 


Ftc M2 G0 Wy Wwy wy uws C7 v) 


Terr Nin CU) Uy Cus. C— vu) 


= hy, CW) Wye Cv) Wye (— 1) wy (1)z (— vu) 
= hy. Ch Ch, Gu) 
= hy, (why Ch Gov) 
F fz PRUE Z XXE GE BR u,v} € K.(R)=C(St(R))), 
[定理 25.103) C{u,l—-u} =1, Vu€ R^ f 1—u€ R^ OZ WE), 
由 引 理 25.5 知 , 只 需 证 
hy, (why (1 — u) = hy Cu — u) 
但 由 A, 的 定义 知 
hi; (why Cl — u) = Wy Cu) wy, (— lw, C1 — we, (— 1), 


hi Cu w^) = wy, (u—u’)w,,(— 1), 
因此 ,只 需 证 明 
Wo CW (— Iwp (l — u) = ww, lu — u’) = w, (uv), 
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其 中 v=1—u, 
事实 上 ， 
w Cu) Wy» (— Pw Cl — u) = wy (WW (1) Cv) 


= w (u) To Cx (— 1) 2, C1) e),, Cv) 


| 


= Wy Cu) rs, (lL) w.,(— ww, Cu) x, (— 1) 
Wy CV) Wy (— Vv) xr, 1) we, Cv) 


推论 25.1 Kyo (— uus; GO xi (— Dwg CW) xi (— v^) 


mra (— uox, GO x4 (— u ) xy, Cu) 


Xo (— lay, (vw) 4 (— vay (vw) x, (— v) 
= Ty (一 好 十 zz (— uw) ry (0) to, vox (u—v’) 
Kyo (Uv) to, (~u — v') x, luv) 
uy; (uv) GERE utv = leu +v’ = luv) ) L 

OQ S| 25.4 可 直接 验证 : 引 理 25. 5 中 的 1.2 改 为 i,j(i 关 门 仍 
成 立 。 由 此 知 ,(2) 式 中 (u,v} 的 表示 式 与 所 用 的 足 码 无 关 。 

Steinberg 符号 对 有 限 域 (gq 元 域 记 为 =,) 的 平凡 性 可 由 下 述 命题 猜 出 。 
在 下 市 证 出 ;对 任意 域 ,Ff,K;(F) 二 {FF' ,F'}) 后 即 知 ;有限 域 的 Ko 群 都 是 
平凡 的 。 

命题 25.1 XHER MARR RE, (5757 —1. 

证 HEC. 为 9 一 1 阶乘 法 群 ,可 记 2 =l, usu) RRE lu, 
uy =1, BEREM 25. 1 知 {u,u})* 二 1, 因 此 只 需 再 证 有 奇数 有 使 {(u,u)* 二 1。 

(1) 当 21g 时 ,g 一 1 WAR, (u, u) ”二 (ur us ={1,u} =1, aK 
证 成 立 。 

(2) 9$ Ziq Bf, q=22+1, ly | 一 21。 可 设 1100890] g 一 3, 则 u= 
一 1 ,由 (一 1 十 (一 1) 二 1 即 得 (一 1 一 起 二 1)。= 中 必 有 + 上 个 平方 元 与 
个 非 平 方 元 ,去 掉 121,997; NA{11) 含 上 一 1 个 平方 元 与 上 个 非 平方 元 。 而 
由 


] 


| 


Iq MOD e TOM) 


rar 一代 
Ah A AEH) 使 了 与 1 一 上 都 非 平方 元 ,此 时 必 有 r=, rw ,i,j 
都 是 奇数 ,而 由 定理 25. 1 知 
1 = (x,l—x} = {u,u}’, 
注意 ij 为 奇数 即 得 欲 证 。 口 
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如 众 周知 ,对 二 ,ga 可 表 为 g= 二 p” ,其 中 为 素数 ,更 一 般 地 ,我 们 可 研究 
P TRAZ, SET mixub:4 Zh 2x 2 l| qCBI 21a. 27D BE EZ, . E dn 
Hg 25 US RE CE BZ, 为 SC /SRS W Galois 8E, HP m € N, En Am IX 
原单 位 根 ,对 2 的 研究 是 有 意义 的 )。 为 此 先 证 一 条 引 理 (为 方便 不 熟悉 
原 根 的 读者 ,这 里 给 出 直接 的 证 明 )。 

引 理 25.6 i q— p". p 为 素数 , 则 

(OD pC Bh 2h9) 时 ,Zi 为 p”'(p 一 1) 阶 循环 群 旦 

Zi, ZL, BZ; 
(2) p=2 hf, 


cf a 
Loon — 


I 


F 
Éy 


1} CF PLES) » 1 

一 2 
P Zye, nz3 

(3) 8hq 时 ,Zi 必 为 循环 群 。 

证 (1) 在 1,2,…,p" 中 与 p RERA p 的 倍数 ) 的 怡 为 p,2p,…， 
p s pp" RES p ERMO PERROZ pp =p 
一 DD 个 。 但 (p 一 1,p” ) 二 1, 于 是 

Z =G OG, |G |= p—1, |G |= p 
显然 VzEGi,z 和 一 1(G 的 单位 元 ); VyEG y =1(G, 的 单位 元 )。 
HTGO-—1,p  )-—1 ,为 证 (1). 只 需 证 Gi ,G* 都 是 循环 群 。 

事实 上 ,n= 二 1 时 (1) 是 有 限 域 性 质 , 不 必 再 证 。 此 时 可 取 疡 使 (mm , 户 ) — 
1,H 
5 = (m+ pZ m! + pZ tm"! + pZ}( 互 异 的 元 素 集 ) (3) 
n>] Bt, k=m M Cn, p =k, p)=(k, p =1, Bi b pz sm pe 
€ Z; ihi 

B^ m (m^ P Low"? o i( mod p”) CB Euler 定理 )， 
其 中 g(x) 表 为 Euler KCR 1,2,… ,x 中 与 x 互 素 的 数 的 个 数 ) ,由 此 
Al kd-p"Z € G,, 18 m?’=m(mod P) ,因此 


ham" = m (mod p) 
TJÉBIGOSUNI A+ pZ k +p, k E pc 互 异 。 由 此 更 可 看 出 :十 
p'z.k-bp'z.e.k 十 p"Z 互 异 ,因而 为 G1 的 全 体 元 素 。 故 G; 为 循环 群 
(HA RIGA k+ pe). 
为 证 G: 也 是 循环 群 , 可 设 n >25 G =l 平凡 ) 且 只 需 反 设 G X: 
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个 p" 阶 循环 群 的 直 和 ,之 1。 此 时 在 每 一 直 和 项 中 zx? 三 1(mod p") 恰 有 
个 解 。 因 此 x* 寺 1(mod pÆ G HEZ, P, AA Gi pD DREA 
b T8E. FERRES. 
事实 上 , 令 
S = {sls c Zy (B 0< s « p”(mod p”)) H s? = 1(mod p"); 
注意 VsES,s 可 表 为 一 1 十 ap 十 az 产 十 十 CC p" Ka; <p. Alt s 
天 1 时 总 可 表 为 (将 yp’ 后 的 多 次 项 合并 ) 
s 二 1 十 yp t zf 
=li(y+e2zep)p', lx fzn—l,0-«y-pzamo 
于 是 


= 14 (^) Gor spo! n MICE 


dod Gr zpo^ p" 
= 14 yp''(modp/"?) 
而 s°=1¢Cmodp"),4@ f<n—1, M f+2<n, Bt X. 
yp = 0(mod p/") 
因此 y=0Cmod p) SHIH O<y<p FR. Bk f 二 n 一 1, 由 此 知 (s=1 
算 在 内 ) ,x’ 寺 1(mod p”) 在 G: 中 恰 有 p 个 解 。 于 是 p'=p, 即 1 一 1。 

(2) TiC) FZ). | 92" —9(2)0,n-1,2 时 (2) 显 然 成 立 。 下 设 n3, 
容易 看 出 c =1 (mod 270 EZA B S IUE 4 fia, =la =la 14-2" , 
a, —1-2" 。 因 此 亏 , 至少 可 分 解 为 两 个 非 平 凡 的 循环 群 之 直 和 。 但 
Zal =T ,由 此 直 和 分 解 可 知 , Vr€ Za" 三 (mod 2"), 即 对 任 一 奇 
数 n,m 三 1(mod 2")( 对 偶数 m, BRIE mod 2" 剩余 类 不 在 2 中 )。 为 
证 (2) ,只 需 找 出 zE 使 +” x1 (mod 2"), 

EXE R r—5--2Z.3 n—3.8|]5" =541(mod 2 48 5 = 
l(mod 27), 4 f>3 B k(f)=max{k|5?  21(mod 25), JW £03) =2. 
由 此 知 

5 = 14 y2'^ (mod 2:),24y 
于 是 
ee = (52 )j 一 工 十 y2” P71 p yr QP 

(Hpk f4+1) Sak(f) S2, VF R3 
= 14 2289.2 = yp 2s? 为 奇数 

249 


代数 区 理论 


FÆ kH SkF) +l. fB 203) =2, HATER kCJO £—1. V fS3. 
因此 

5” s£1(mod 2"), Vn > 3 
这 就 证 出 了 (2) 。 

(3) 由 (1),(2) 即 得 。 L] 

由 此 引 理 可 证 

命题 25.2 id R=, 2m BE 2 || mCB 2| m 4B. 44m), WIZE K. CR), 
(R^,R')—1, 

证 (1) R—Z,.2 p. p ARRU, b ESI EE GE SE q— p AMR HE 
数 阶 循环 群 。 又 R 为 局 部 环 , m= 二 p/p"ZE MaxR. zx;:R/m-> ,为 标准 环 
RJ, mR’ /Ga A r AFRE, E r (a +b) =n (a) 十 mw CDD, 
Va.b€ R^ /G;, 其 中 G;: 即 上 引 理 之 证 中 的 G;。 仿 命题 25. 1 之 证 的 (2) 即 
AR R }==1( 注 意 -| 可 视 为 ,而 Zy-! 为 奇数 阶 群 !)。 

(2) Zin 时 ,由 中 国 剩余 定理 (CRT) 知 

R~ pl Bes B Lyf Pispos Pp 为 互 异 的 奇 素 数 。 
于 是 
Rm £s Be 中 -— 
HODBIAI(R' ,R^ )—1, 

(3) 2| m Bf. d CRT Al 

R= Dn 由 四 Zp ,其 中 户 ,Pp:，… ,pi 为 互 异 的 奇 素数 。 
于 是 


由 (2) 即 知 {R' ,R' )—1, 口 
在 3 31 我 们 将 进一步 证 明 
1, 一 1}) 二 jj ，4|m 时 (R. K. Dennis) 
l, 4 Mm 时 
这 样 就 完全 算出 (确定 ) 了 KC. 
对 更 一 般 的 情况 ,我们 有 如 下 结果 
命题 25.3 it RE Ring, M 
(1) 当 尺 为 循环 群 时 ,(R R RR LR DS, 
SSSI RS) 3 yee; 
(2) 24 R= Op 为 虚 二 次 域 的 代数 整 元 环 时 , {OF ,Of } = 1 或 (OF , 
Og Joc 
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(3) M R=0; 为 实 二 次 域 的 代数 整 元 环 时 , {OF ,OF } 只 有 单位 元 与 二 
阶 元 。 

证 C) R' =(W Au ERR COR. ,R'})= 二 《uywu}) 而 (u， 
ub-—iu.ub B {u u) 一 1。 注 意 到 2 = 二 {十 1) 为 由 一 1 生成 的 循环 群 , 即 
知 (1) 成 立 。 

(2) 由 $7 末 已 知 , 对 虚 二 次 域 F= d)ld RENAT). 

(1,9 =) > 2,.d = 一 1 时 
Or =<ftl,+to,+u} = (~w) œ Zed = 二 一 3 时 
(4-1) = (—=1)œ Z,, d<—3 8 d = 一 2 时 
于 是 由 (1) 即 得 (2) 。 
(3) 对 F= Vd) d> 无 平方 因子 ), 由 8 7 KA 


Oi = (dun) 
注意 到 (uyu} =1,{—u, u} =1,{— u, — uy =1,((— ww)" wou) 
=], lu” su” y = lu, u} ™ 一 1, 即 得 (3)，。 [| 


注意 ({OF ,OF )) 只 是 KK;OF 的 一 个 子 群 (Of ,OF Do CR 1) BBE 
说 明 K-O 有 子 群 同 构 于 2 (或 1)。 但 反 过 来 , 若 知 KO; — 1. Ua SER 
(Og ,OF }=1, 

记 Or 为 2CVdg) 的 代数 整 元 环 ,J,. Tate 在 1973 年 给 出 一 个 方法 算出 4 
一 一 1 ,一 2, 一 3, 一 11 Af K&Oc — 1l. ff 4— —7,—15 时 K.O;~2,, M. 
Skalba F 1989 年 前 算出 d = 一 5, 一 19 时 KO: 一 1。 秦 厚 荣 在 [ 秦 厚 荣 ， 
1994] 中 算出 &= —6 时 K.0;=1,4(B RE 3,1996 ] Pew d=—35 时 
K; Or 全 2 。 陈 胜 与 游 宏 在 [陈胜 ,2001] 中 算出 & = 一 43 时 KO, =1(58% 
军 在 他 的 博士 论文 [ 郭 学 军 ，2000] 中 也 独立 地 算出 了 这 一 结果 ) 。 

对 更 一 般 的 Dedekind XP R, REHA 下 ,1969 年 H. Bass 5 J, 
Tate 得 到 一 个 Abel 群 正 合 列 (平凡 群 记 为 0) (其 中 ALD Ap ide Ay F’ 
BC B9 ELUA R TERRE YR UL P PPAR APRA HB 

K: (R) -> K CF) — p, Ki (R/P) -» SK, (R) — 0 


4 RARBG F 的 代数 整 元 环 Of BE Ker HH F 的 tame %{ Hl (I ) HK), 
1973 年 D. Quillen 已 证 出 KerA-- K; CR) C, [ Lam.1999, D ,从 而 实质 上 已 
结束 了 tame 核 的 概念 。 但 这 一 名 称 仍 在 习惯 地 使 用 .比如 J Browkin, H. 
Gangl,1999 年 在 Math. of Computation 68(225), 291—305 上 发 表 的 论文 
标题 就 是 Tame and wild kernels of quadratic imaginary number fields, 
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我 们 在 下 节 将 证 明 KFO 为 域 ) 是 由 {F SFO } 生 成 的 (事实 上 还 可 
证 :定理 25. 1 中 的 (2),(3) 为 其 关系 集 )。 但 具体 的 结构 研究 仍 十 分 艰辛 ， 
目前 仍 在 进行 着 。 比 如 [ 秦 厚 荣 ,1994j] 证 明了 : 若 ChF 关 2, 则 KK 下 的 4 阶 
元 都 可 表 为 {a,a 十 1}{ 一 1,6) ,其 中 a4,a 十 1,5EF' ,这 是 J. Browkin 1982 
年 关于 < 的 相应 结果 的 大 步 推广 。 


$26 why K. 群 及 应 用 


首先 注意 ,对 上 节 定 义 的 w, (u) (we R’ ), Æ Steinberg AA $; St(R) 
一 E(R) 下 的 象 


-1 
P(w, Cu)) = ee; e, 


y 
1 


— Pi ^ (1) 


l 


其 中 Py 为 单位 矩阵 经 第 ; 行 ,第 j 行 的 交换 而 来 。 一 般 地 将 单位 矩阵 的 行 
( 列 ) 作 置换 排 成 的 矩阵 称 为 置换 矩阵 ( 它 每 行 ,每 列 都 只 有 一 个 1, 其 余 非 1 
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的 元 素 都 为 0), 由 此 可 引入 一 个 定义 。 

定义 26.1 设 AEGL,(R)(GL(R)) 且 A=PD 或 (DP), 其 中 PP 为 置 
SR XB EE, D 为 对 角 和 矩阵 (等 价 地 ,A 每 行 每 列 恰 有 一 个 非 零 元 ) 则 称 A 为 单 
项 矩阵 (monomial matrix), 4 rE StR), Mj $ex) A $ E ERER r HB 
项 元 (monomial element) ,gz) 为 对 角 和 矩阵 时 称 x 为 对 角 元 (diagonal ele- 
ment}, 

id St, (R) ASF AR 

W, = WOR) = ({w, R) | 1 cixj<cn}), 
H, = H, (R) = {A RO | 1L iE j Sn), 
C, = C,(R) = Ker(? |w ) 4 K: CR), 

不 难 证 明 下 述 命题 ,其 中 的 (5) 将 引 理 25.4 作 了 一 般 化 的 处 理 。 

命题 26.1 it RE Ring, Steinberg AA $: St RO—EC(RO YE St, (R) E 
的 限制 也 记 为 $, 则 

(1) YwEW,,$(w) 二 PD, 其 中 PP 对 应 的 o€5, SAEED mw 
惟一 确定 , 称 o 为 由 ww 对 应 的 置换 。 因 此 ,RE CRing BF,SCW,o — (B| B X 
单项 矩阵 且 detB=1}; 

(2) Cw, G0) — P, diag(l,-.1.—u7 ， Detdeus don DS PUER 
(1) €S,; 

(3) $(h, (u)) =I, * diagC1, ,ls tl lu unn D, 

—diag(1,*,1,u,1,-.1.u slay D. 7 对 应 恒 等 置 
换 (1)E S,; 
(4) &,: W,--S, 为 满 同 态 , H H,<Kery,< W,; 
w; (u) (ij) 
(5) YE w€ W, Sw) — PD, ER P tio S,,D=diag(u,.-.u,), Dij 
WH; (VW) = Laing i vu; ), 
WW ;, (ww! = Usos) (uvu; ), 
wh ;; (ww! = hanog (uvu; Jhane (uu, ) , 
因此 H, 4 W,; 

(6) A, GOh, (oh, (Qu) =h, Cuvdhy(u)*,WusvER’ ; 

C) {u,v}=[h, Cu) hy Q0 ]— Ah, Cuvdh, Cu) th, Cv)  , Vu, vER’ , 
uv=vw iF, k Wl {usv MEX (uv) = 二 [hs lu) 5400] 5 EB 1,2,3 X 
X. 

证 (1) ww, GOBfF BI ODRA B(xw (00 — P,diagCi,ss.1.—u |， 
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1,.… 1,41,…) 寺 PD, JO) 4A RI. Aww, (wu, Co) Di 
$6) = Pw, Cu) Pwy 0) = P;D,P Dy 
= P,P,CP4D,P,)2D, 
注意 Pa D, Pw 仍 为 对 角 和 矩阵 , 即 知 此 时 (1) 仍 成 立 。 依 此 类 推 即 得 (1)。 
(2) 已 由 (1) 式 给 出 。 
(3) A h, GO Sw, GOw, (一 1) 用 (1) 的 证 明 即 得 。 
(4) 由 于 任意 的 cE S, 都 可 写 为 对 换 之 积 : 
o = (GG Gao. 
上 且 对 应 置换 矩阵 之 积 P，…P,，。 又 由 (1) 之 证 知 V, 为 群 同 态 , 且 
Pw , Deere, 00) = Pap 5 P,, DCD 为 对 角 和 矩阵 )， 
BI g, Gw, ; (Dew, =o. MIE). 
(5) 由 (1) 及 其 证 明 , 再 用 推论 25. 1 即 得 (5) 的 第 一 式 。 
id oli) =s oC) = NHS) HR 2S — 3X 18 
une; (vw = wr, Cu) x, (— v zx, (Cw | 
= (ur, (vw! (wr, (— vw) (mr, (vw ) 
= x, (uvu, )x, C- u,v us )x, (uvu, ) = w, Givu; ) 
= Une CUu, ) 
即 (5) 中 第 二 式 成 立 。 仿 此 又 有 
uh, (vw -'ww,G)w;C- lw. 
= (uw, (vw |) (uw, (— 1)w 7) 
= w, (uvu; )w,(— uu, ) 
= (w, (uvu; Jw, C7 1)) Go, Cow, (— ujuy')) 
= h, (uvu Yh (uu, ) `’ 


一 1 -l-1 
= hanog UVU} haus Giu, ) 


这 就 证 出 了 (5) 中 的 第 三 式 。 
(6) Hh, u) =w, Cu) w,, (一 1) 代 入 (6) 中 之 式 的 左 端 用 (5) 中 的 第 三 
式 即 得 。 
(7) BLA, GO =w; GOw, (一 1) 用 (5) 之 第 三 式 可 得 
wy Dh ow (1)? =hy(@h, (O07! =hylad, Va C Rp Higk 
wy (Dhy(@w,(1)" =h,(@), Vee R, qx p.h 
取 p~q H pia 3. i R FR 
w= wy (1)w, (Dwe Ow, (1) 
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WI w 对 应 oE S, o HAA A o=(3q) (1p) (qk) (pi). FH oli)=1,0(k) 
一 3 且 
wh, Cuv)hy Q0 ha (ow 
= hı; (uv)hy3(u) hl(v) = {u,v} 
EX (uv) EK: (R) =C(St(R)) BAEZ), = 
下 面 为 方便 起 见 , 使 用 如 下 符号 
C=UC.W=UW,.S=US,H=UH, 
显然 pW -~-S, HAH Y:W-S 仍 为 满 同 态 且 使 HSKery, 又 由 H, 知 
Hd W, Alt H< Kerg. 

下 面 先 证 两 条 引 理 ,从 而 得 到 C( 作 为 Ke (R) 的 一 个 子 群 ) 的 生成 系 。 

2|38 26.1 y:W >»S 诱导 出 群 同 构 J:W/H 一 S, 因 此 H=Kerdd W, 

证 gd vj 

S ~ W/Kerg = (W/H)/(Kerd¢/H) 
因此 yy 为 满 同 态 。 下 面 只 需 证 y 单 , 即 证 Key=1,.V we W.iduw-—iwH, H 
hy Cu) = w, Dw, (一 1) = w, (ww, (01)! € Kery 
Aw, D =w, (D. VuER ,于 是 可 定义 与 u XI 
w, = w, (u) = w, (1) 

由 命题 26.1.7 id ww, (zw  —w, G) FER ww, =ww, HP w 
€ W fit panD —z— GiG De, Aw, Ow, (一 1)==1, 因 此 wv —1. Bi 
Hu, GO mu Cu OX w, 二 w。 仿 

w = Wy, Wi, tW, o, no MAX (2, attt yl sti ttj 
由 w, =w, ,不 失 一 般 地 可 设 i<j b-—1l.2.um. dB r=min{klj,—n}, 
fa r<< 7, 由 推论 25. 1 与 Us = w Al 

Vi kAn DA p f w, wp = ww pn CH n ERA RT PR); 

Vij i JEN, Wn W p =w,w, PE n BERD) ; 

ViFn.w,w,, SLOER n EARTHED). 

于 是 用 于 wi;j,w, ,经 有 限 步 必 有 可 写成 w= 二 1 或 r+ 二 m( 即 足 码 R 
出 现在 最 后 一 个 因子 )。 

4 r= m If, ow) —9,9.. HP o, — (Cá) Go jon Guo ju aso = 
Cinn) = Cnn), EG € S, ,.o € S, FE ool, HEA oe) xl 
(BRIE w=1). Bk Kerg—1, [3 

引 理 26.2 (D Cd H= (GA,(GR^ 2 |jÆ1})); 

(2) K; GO DC=K,(R)MW=K,(R)QHIHAW. 


代数 天 理论 


证 (1) BRAC=K.(RONW 而 且 YceEC， 
$()—1, 而 $(c) PD, HH PH gle), D= » 
(单位 矩阵 ) 。 由 此 知 CO =1, 再 由 引 理 26. 1 知 c 
c€ H=Kerd, FÆ Cd HGER CCK, (D), 

FRUE H—(COA,C(GR )|j 关 1})》 

VuCR' ,由 hx (uw) 的 定义 用 命题 26.1 知 


h, (ww, (Dh (a) = w, GO wa (— D wa Dwa (1) wa Ca)! 


= wa (uw, (— lw, (uu) 
= wy lu) = hy (ww, (— 1) 
=h, (uw, CI) 
于 是 
hy (ud=hy GOw, Dh, (a) Vw (1) 
—h, Cu) wy, Dha (uw) wa (1) ) = hy (wh, G0 77 
令 i=1,j,kAl 即 得 
ha (uw) = hy (wh (Qu)! 
于 是 H=({h,,(R* )|f41}>. 
(2) HCD CIH,& Hd W.C=K2(R) 1 W, I (2) ae aj 
由 此 引 理 之 证 的 (2) 式 又 得 
hy (u) = hy (wh Qu)" 
于 是 有 
推论 26.1 设 RERing,uER', 则 
hy (u) = hi Qi)! 
因此 H=<{h,, (R lj). 
现在 给 出 Ko (R) 的 子 群 C 的 生成 系 。 
命题 26.2 ig RE Ring. ll 
C= ({{u,v} | usv € R H uv = w})<q K2(R) 
« RE CRing Hr ,C—4(R^ ,R°}), 
证 idC'-—(iwuwvlwvcR' H uv=vu}), BH5138 26. 2 知 
{u,v} = Lh, lu) h V] € KR)NH= K.(R) Q W=C 
MC’ <C, FRRBiEC’< dC H C/C* =1 BIA, 


事实 上 ,由 C^ <K,(R)=C(St(R)) BI C* 二 C(H)(H 的 中 心 ) 


此 知 C 4 H. S C' 4C( 注 意 C<H)。 取 标准 群 同 态 
H —H/C' , 
hth 
256 


(2) 
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由 引 理 26. 2(1) 知 

H/C* = {h (R) | jz P 
又 由 命题 26. 1(7) 知 

[hy G0 shy (vd = (v € C? 
TELA, GO , (vo) ] — 1. TE PE 26. 107) PR i=l, A 

hy, Cu) Ay) hu (vo) = {u,v} c C 
因此 
h (oh, (u) = hy, Gov) 


于 是 任意 的 he H/C^ MARU GER A, D=1.A,(D=): 
h = hy, uh (us) th), (u,), Vu, € R 
53 — Jr ili, Steinberg Ii] zs #:St(R) > E(R) F h AAP: H/C” > ECR) ff 
$(h) = diagr, uz stesu, le?) 
(用 命题 26.103) ,其 中 rH, artus Wd C 的 定义 可 知 , 当 有 EC/C* 
Hteo) =1,B0 w=u,=-=u,=r7=1, Ak h=1. BHA C/C" —1. 
L 
注意 C= 二 W 人 站 K;(R) ,由 命题 26. 2 立 得 
命题 26.3 i$ RERing, 则 
K,(R) = l{ {u,v} | usv € R^, uv = w}) = COK(R)COW 
4 R’ €4GC(E a RE CRing) Ef, 
K,(R) = UR, RDK: (R) CW 


由 此 命题 知 :研究 K.CROCW 的 条 件 是 有 重要 意义 的 。 
在 $ 10 中, 我们 已 定义 上 (下 ) 三 角 初 等 矩阵 在 下 的 原 象 生成 的 St 
(R) 之 子 群 
T = T(R) = ({r; (a) | i jb. 
(T’ 2 T(R) = ({x,(a) | i>i. 
并 证 明了 ( 兄 命题 10.3) TNK.(R)=T NK: (R0 —1, BI $1: (9| 2 AAA 
态 。 现 在 对 除 环 ,特别 是 域 ,我 们 来 证 明 KK. (RSW. 
命题 26.4 i R ARH, N 
(D K; (RSW ,因此 
K, (R) = C = ({{u,v} | usv E R',uv = w}?; 
(2) St(R)=TWT; 
(3) VnZ3,St, (R) X E, ROW POP K. 


代数 天 理论 


证 (D 由 命题 26.1 Xl zc; (ROCw, OR Ox; (Rw, CR’), A 
StR) = (T.w, CR) | i< 7? 
再 由 命题 26. 1 又 知 
wia Ro) CS waa CR Ow; uu CR wisi, CR), 


wm RO GS Witr.iprhl (RK: )w, QCR wu, uu GU) 


从 而 有 
St(R) = (Pow, (GU) (3) 
下 面 来 证 明 
St(R) = TWT (4) 
由 (3) 式 只 需 证 w,,,,,(R° OCTWT,ix MIA A EAA 
WTw aa (R) c TWT (5) 


因为 由 此 可 知 TWT. (CR OSTTWT=TWT, m TWT XFRWEH 
闭 的 ,于 是 ws R GTWT, 

事实 上 ,由 命题 10.3 之 证 知 , Y1ET,t 可 表 如 

t 一 Ca)C， i (a, |: C (a), 
HH a= (astea, DT CR" C, (a) = 2X1, (a) £o, (a2) £ (aa o M 
C,(0)—1, YjE2"。 于 是 可 令 n 之 i 十 1( 设 n 宇 3) 且 
t= Cai (ay, Ca Chal aae) C, Ca; Co Ca) 
由 此 知 , 必 有 a,b5ER,t ET 使 
t = rgaQGDt t = IN xa (db) 


CRD Æi i41) 


* 


又 由 命题 26.1 知 ,VEmz (OR w br, (bw ET., FE 
| te = xq law Gw tw) € ru Rwa (GUT 
因此 
Tw,4,(R 0C xr CR) w,,,, ROT 
Mfg AiG Cle] Zee W) ,为 证 (5) 式 ,只 要 证 
Wr, aa CR) w,,,, CR c TWT 
为 此 任 取 wC€ W, i ¢(w)=PD,P 对 应 o, 而 (i) p,0CiH- 1) — q, W 
wr, (Rw OC xr» CR 
在 p<q 时 ,x (RCT, At 
wr, (Rw CR) = Guru GO w Dune; uu R) 
Cz rm Rw, Gc TW C TWT 
在 p>q ht, Va€ RURW).a=0 R a€ R^ (a—0 H} z,,,,(a)=1). 
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4 一 0 时 ,zz (Ow (R0 ww, (RR JC WOTWT., 
a€ R' 时 ,由 w, (WWE SCRI 
Lig (A) = Wo) CA) ru (一 a)r,,,(a ) 
€ wa CR xr, ig) (R)r, RD. 
于 是 
Wr Caw, 44 CR ) © ww, a CR) 
Tt R) taaa Rwa CR’) 
再 用 命题 26. 1 又 得 
ww (Rr, uu CR) = wr, Rw, aga ) 
= (wr qp (Ru ww, (R) € x, (R) we, 
Ti Rw, aa CR) = waa R r,a CR) EC WT 
因此 


(RC TW 


wr; 4, (Ow (RO C (TW)CWT) c TWT 
即 (5) 成 立 , 从 而 (4) 成 立 。 
现在 来 证 K: (REW. 
VLEK: (R). ACA BA ho t6 ET,wE€ W fi r—t; wt. FE 
] = Cr) = PPCD P(e) 
FA PCr tz!) 二 8(w)。 再 由 命题 10. 3 之 证 知 
1 x 


(tts!) = ^ = PD = $(u) 


O 
因此 PGD t ) 二 Bw) 二 1。 而 由 él, CREE 10.3 0 n 6 =1, Bp rn 
tr’, XB (we) =1 Mr we Ker$=C(St(R)) = K,(R)($ 10), FE 

L= hut: = ħhtw = wE W 
Bl Ko (RSW. FH pl 26.3 即 知 K (R)=C=<{lusv}lusvE R^ ,uv— 
VU} ) 6 
(2) 已 由 上 面 证 出 。 再 注意 上 面 的 证 明 对 2 之 3 均 有 效 。 从 而 (3) 也 成 
立 。 E 
将 此 命题 用 于 域 , 立 得 
定理 26.1 (Matsumoto Hideya( 松 本 英 也 ,1939 一 ) 定 理 的 弱 形式 ) 
ix 下 为 域 , 则 
Ks(F)=C=(({F,F)) 
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事实 上 ,Matsumoto 定理 的 原始 形式 是 : 设 下 为 域 , 则 
Ks CF)= (UF FS | {uu vu = lusu} (Us UV}, 
{usu V} = {U,V} {Usu}, 
(u,1— u) = (H u Æ 1), Vusveu;,v; E FF}))。 
其 证 明 可 参看 [Milnor,1971]。1990 Æ H. Hutchinson 在 《K-Theory》 杂 志 
上 给 出 了 较 简 单 的 新 证 明 , 但 用 到 不 少 同 调 工 具 , 有 兴趣 的 读者 可 参看 
[Hutchinson,1990]。 注 意 , 这 条 定理 从 理论 上 完全 解决 了 域 的 K; 群 的 确 
定 问 题 ( 给 出 了 生成 系 与 关系 集 ) ,而 且 M. R. Stein 又 将 定理 26. 1 推广 到 
满足 R= 二 ZR' 的 交换 半 局 部 环 , 但 即使 对 于 域 的 K: 群 ,从 生成 系 与 关系 集 
仍 难 以 看 出 其 具体 结构 (sylow 子 群 , 有 限 阶 子 群 ,有 限 阶 元 的 情况 等 )。 因 
此 这 方面 的 工作 自前 仍 在 进行 着 , 且 是 代数 数论 与 代数 K 理论 都 感 兴趣 的 
热门 问题 之 一 。 下 面 我 们 将 简单 地 介绍 这 方面 的 研究 动态 ,以 作为 本 节 的 
附录 。 在 此 之 前 , 先 将 定理 26. 1 的 一 个 有 用 的 推论 ,以 及 有 限 域 Ke 群 的 
平凡 性 结果 给 出 。 
推论 26.2 & RON Artin ¥A H ,R— Dp 7 -Dyr , 则 


€ (D; .D; b. D, 均 为 域 时 
K;OR) = H 
B {uy +v,} | U,V, € Dj u,v, = UjU,})s D, 均 为 除 环 时 


定理 26.2 i>, 为 g 元 有 限 域 , 则 KK;(~,) 二 1 是 平凡 的 。 

证 由 命题 25.1 与 定理 26. 1 即 得 。 C 
RD HUER, A FAR. K (FLrD=K, (F), i=0,1,2, 
现在 简 述 一 下 数 域 的 Ko 群 的 研究 动态 ,作为 本 节 的 附录 。 


附录 RFRA K: BÉ 


I. 数 域 的 K: RE 

数 域 (有 理 数 域 < 的 有 限 扩 张 ) 以 及 有 限 域 上 的 一 元 有 理 函 数 域 统称 为 
整体 域 (global field) ,而 局 部 域 (local field) 则 指 关 于 离散 赋值 完备 且 剩 余 
KRA BRI CHILE. C. p-adic RC RIS, MART EO RA PRM EER 
数 域 的 有 限 扩张 )。 如 众 周知 :整体 域 的 K; 和 群 都 是 挠 群 ( 即 一 切 元 素 都 是 
有 限 阶 元 ), 因 此 确定 K; 群 中 的 有 限 阶 元 是 代数 K 理论 中 一 个 重要 问题 。 
1976 Æ J. Tate f£(Invent. Math. ，36:25 一 274》 中 证 明了 : 若 ChF\n HE 
(ARF On 次 本 原单 位 根 &, 则 ;下 中 任 一 n 阶 元 素 都 可 表 如 {16 ,ay ,其 
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中 aE€F 下 “(为 方便 起 见 下 面 都 将 K.CR) igh KR). 1987 年 A. A. Suslin 
fE(K— Theory ,1:5 一 29》 上 将 此 结果 推广 到 含 E 的 任意 域 上 。 对 KF 
的 小 阶 元 ,J. Browkin 于 1982 年 在 (LNM. 966.1 一 6》 中 证 明了 如 下 结果 : 

(D @&€ FAS, H n=1,2,3,4,6 时 ,K;,F 下 中 的 每 一 个 元 素 {5,y} 都 
可 表 如 {a,@, (a)}) EFP a pla) yEF ,.,GO SR n "4 BLZ; 

(2) 12 G,=((a,®,(a)}|a,6,(a) EF }, WVeEG,,e°=1 HÆ FÆ 
2 一 1,2,3,4,6 G, WKF 的 子 群 ; 

(3) K: < 的 3 Broce a) 3e (a,a*’+at+1}, BM (a.d (20) ,a€ G^ Av 
JC CK; 20; =G (2), E PCKF), X KF fj p-sylow 子 群 。 因 此 ,此 时 
(K: 205 为 3 阶 循环 群 ; 

(4) K: Z fij 4 Brot dt n] xx dll (a a? +1} vu, Bl (a.d (oO )w, HP aes’, 
vEK, a H vi =l, 

Browkin 据 此 猜想 . 

CA) 对 任意 域 下 与 2 天 1,2,3,4,6,(1),(2) 都 不 成 立 ,特别 地 ,G; (2) 
不 是 群 ; 

(B) (3),(4) 对 一 切 域 都 成 立 。 

1988 年 ,J. Urbanowicz 在 《J. Pure and Appl. Alg.. 50:295 一 307》 中 
证 明了 (3) 对 一 切 特征 数 非 3 的 域 都 成 立 ;1993 年 秦 厚 荣 在 《科学 通报 ， 
1993. 12》 中 证 明了 (4) 对 一 切 特征 数 非 2 的 域 都 成 立 , 且 下 = < 时 ,Gy 为 群 
全 2 一 1,2, 同 时 他 证 出 G; (有 2) ,Gi (2) 都 不 是 群 。 因 此 (B) 已 接近 解决 ( 仅 余 
下 ChF-—2,3 的 情况 )。2001 年 徐 克 舰 与 秦 厚 荣 在 《中 国 科 学 (A 辑 ),31: 
11 一 17) 中 证 明了 猜想 A 对 局 部 域 一 般 地 并 不 成 立 ,而且 使 (1),(2) 成 立 的 
情况 比 Browkin 猜想 的 要 大 得 多 ,从 而 比 猜测 (4A) 成 立 更 能 显示 研究 群 G， 
的 意义 。 对 整体 域 , 徐 克 舰 2001 年 在 南京 大 学 的 博士 论文 中 又 进一步 证 明 
T:E n22, W] Go». (Cl) AK, Z SF Hen=2.m=0,. MIM Xt Gy (2) ,证 
HH T G (3). Gi C), Gas CI), GS CO. G4 (2) 都 不 是 群 。 对 二 (与 二 
(/—2) ,证 明了 ;Gx (人 (站) (Ga (20/—2)) BR On<2, H 2 时 ,Go 
(26/—2)) Ren=2,m=0, 从 而 又 部 分 地 证 实 了 猜想 (A)。 

I. Birch-Tate 猜想 . 

设 下 为 全 实 的 数 域 ( 即 F<), W, (F) FOF) Ay PAL m 

6G >) NCA = [[ va-o«e»».secz 


V4 A Oc oz PE SpecOF 
为 下 上 的 Dedekind © PRÉ C Res 1 时 绝对 收敛 ), 则 
| K:-Or |= W;CP) | &C— D | (x) 


代数 天 理论 


1984 年 B. Mazur 5j A. Wiles 在 《Invent，Math. ，76 :179 一 330》 中 证 出 : 当 
F 为 全 实 的 Abel 数 域 ( 指 F/ Z 的 Galois 群 为 Abel 群 ) 时 ,( x ) 两 端的 奇数 
部 分 相等 。1986 年 M. Kolster TE «Comment. Math. Helv. , 61:376 一 
388》 中 基于 上 述 结 果 又 证 明了 : 符 KsOF 的 2-sylow 子 群 为 初等 Abel BÉ 
(一 个 Abel 群 G 称 为 初等 的 ,是 指 有 素数 p PMV g € G. g^ =1) MC «mM 
XL. 1990 年 A. Wiles fE( Ann. Math. ，131:493 一 540》 中 指出 :在 全 实 A- 
bel 数 域 情况 下 (* ) 已 完全 证 出 。 注 意 循 环 扩张 ( 即 Galois 群 为 循环 群 的 
扩张 ) 必 为 Abel 扩张 。 特 别 地 ,在 实 二 次 域 (Galois 群 为 2 阶 循环 群 ) 的 情 
m F.C), EI Birch- Tate 猜测 ,是 成 立 的 。 

l|. 二 次 域 整 元 环 的 K: EE 

虚 二 次 域 整 元 环 的 KK; 群 的 一 些 研究 情况 已 在 上 节 末 作 了 简单 介绍 
实 二 次 域 F 的 整 元 环 Or 的 K, 群 更 为 复杂 ， 对 Ko Og 的 2-sylow 子 群 
(K;O,0, 的 研究 在 1993 年 之 前 也 只 限于 初等 Abel 群 的 情况 。1993 ER 
厚 荣 在 4 中国 科学 (A $80 ,23:1254 一 1263》 中 突破 了 这 个 限制 ,给 出 了 研究 
(K;O 〇 i); 的 更 一 般 的 方法 ,他 的 方法 只 需 计算 一 些 Legendre 符号 , 即 可 确 


XE 2-sylow 子 群 的 结构 。 他 证 明了 : 若 下 = 人 (vd) 为 实 二 次 域 ,& =p pop; 
(三 素数 之 积 ) ,在 12 PRR F Ca, b: «€ (01,3, mod&, G2) = (Ê) 
1 1 


=— 1 即 其 中 的 一 种 情况 ) ,(K:Or 一 2 DZ, CZ, ( 非 初 等 Abel # DHR 
TE TR DU C100 h, CAFES BZ, ALO) FCA FP). 全 也 ,其 中 多 已 表示 下 
MEF (wild), FH EF. D. Quillen 5 C. Moore 对 任意 数 域 给 出 了 正 合 列 
(第 一 个 正 合 列 与 上 节 末 所 述 的 正 合 列 是 -一致 的 )， 
0—K,O,—K,F— || F;-0 
Cg g pH ER fit 


0— A, F— K,F—> || u, —u—0 
FH? p 非 复位 


其 中 的 位 p 指环 同 态 p:F 一 K( 域 )U (co) ,此 同 态 核 的 元 素 集 为 环 p OO 
的 素 理想 一 一 对 应 p BEER b. F, 为 素 除 子 p 处 的 剩余 类 域 , 下 ,为 FF 
在 p 的 完备 化 ， 

T iry) =) pe y^» (mod p) 
给 出 下 上 对 应 p ARRA., AF, rr Tae 为 下 中 的 单位 根 


群 。7 为 Hilbert 符号 诱导 的 同 态 , 而 FF, 上 的 Hilbert e) 定义 为 : 


(5) = 16H x.y € F, ffi ax’ + by? = 1, 
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ird ——1eJx.y€ F,ffiaxr^-4- by* — 1, 
2 


这 些 将 在 下 节 中 作 更 进一步 的 介绍 。 
对 虚 二 次 域 下 = 和 (vd),a<0 无 平方 因子 。 可 将 已 知 的 类 数 (OF 的 类 
数 ) 及 K;Or 列 如 下 表 : 


d —1 一 2 —3 -5 — —7 一 1 —15 一 19 一 35 一 43 
h I I ] 2 2 I l 2 l 2 1 
K.Or| 1 l l 1 ] Lz ] Z> l £? l 
由 于 = 二 1 的 全 体 4 值 为 : no QUEE 
163。 容 易 由 此 猜测 ;对 虚 二 次 域 ,hh 二 1 时 天 :Or 一 1 或 2 只 要 算出 


d=—67,—163 时 的 入 :OF 即 可 证 出 或 推翻 此 猜测 。 再 注意 / h=2 men d 
[&3:—5,—6.—10.—13.—15.—22,—35,—37,—51,—58,—91,— 115, 
一 123, 一 187, 一 235, 一 267, 一 403, 一 427。 算 出 对 应 的 有 限 个 K: Or 也 可 
作 另 一 个 猜测 .对 虚 二 次 域 下 ,hh 一 2 时 KO 一 1 RZ, ,注意 ,不 能 猜测 对 一 
切 虚 二 次 域 下 ,K,O 〇 :二 1 或 2;。 因 为 2001 年 岳 勤 在 (数学 研究 与 评论 ,21 

1 一 6》 中 已 算出 d=—21 HCH A=4),K,0; 有 6 阶 元 {4,vV 一 21 一 

得 注意 的 是 他 在 该 文中 还 对 实 二 次 域 ,证 明了 d= 二 6( 对 应 的 mo 
有 3 阶 元 {6, 一 8 十 3V6};d 二 15( 对 应 的 hh=2) 时 ,KOr 守 Z; 儿 ZZ;, 且 
{一 1, 一 1) 为 Zs 的 生成 元 , {3,3415 AZZ 的 生成 元 ;d —29 Ot n 
的 有 =1) 时 KK;,OF 二 Zi 只 2Z; 舱 Zs, 三 个 直 和 项 分 别 有 生 成 元 {一 1, 一 1},{ 一 
1,(54/29)/2}.{(1+/29)/2,8) RFR 统 F 二 2Z,。 值 得 注意 的 是 ,1982 年 
J. Browkin 在 《Universal Algebra and Application, Banach Center Publica- 
tions，9;187 一 195) 中 的 结果 :对 任意 数 域 F, 


a =— 3mod 9,d ~ 3 
| K, Of / R F | = 
2’, 其 他 情况 

$27 赋值 与 K, Q 


EEPE PEHE: AA a WARR, 的 K: 群 都 是 平凡 的 。 因 此 有 限 域 
MIK BS ES 但 对 一 般 的 域 已 ,尽管 已 经 知道 KF 由 {FF 
;生成 且 关 系 集 为 {,) 的 双 乘 性 及 {u,1 一 u} 二 1, Y1 关 uEF' ,但 欲 知 
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KF 的 具体 结构 仍 是 十 分 艰难 的 事 。 本 节 中 对 有 理 数 域 <, 我 们 将 给 出 
K, < 的 优美 的 结构 定理 ,所 用 的 主要 工具 是 赋值 。 由 于 用 赋值 可 得 各 种 各 
样 的 互 反 律 ( 见 下 节 ), 其 重要 性 并 不 在 Ko 群 之 下 , 且 赋 值 还 可 给 出 各 种 各 
FF BJ iB E XXE TE A Cu 1— 40 — 1 的 符号 (,) CRT BK EH Steinberg ff 
号 ) ,从 而 又 与 K; 群 有 着 紧密 的 联系 ,因此 我 们 先 介绍 一 下 有 关 赋 值 的 一 
些 知 识 。 事 实 上 ,赋值 是 通常 实 ( 复 ) 数 绝对 值 概念 的 推广 ,在 代数 数 几何 ， 
代数 数论 及 分 析 学 中 也 都 有 重要 的 应 用 。 
设 pN—3XW .0zac cz. va cz 


vía) m 
71 


a = p s (m, p) = (n,p) = 1 


取 o fE 0<o<l, S 
Qiu 一 人 
alee’, VOAaE& 
0 Hz 0， 
则 
(1) gla) 220, Va€ Z. H g(a) =0Sa=004E RH); 
(2) plab) = pa) gb). Ya bE (RHE); 
(3) e(ac- b) ximaxC(g(a).g(OD), Va bE 2( 强 三 角 不 等 式 )， 
因此 2 为 = 上 的 非 Archimedes 赋值 (绝对 值 ,一 阶 赋值 ), 称 为 p-adic 
赋值 (p-adic vaiuation) ) 。 更 一 般 地 ,任意 域 正 到 & 的 映射 2, 若 满足 上 述 的 
(124 252 G), NIR 2 为 下 上 的 非 Archimedes 赋值 。 将 (3) 改 为 
(3) platb)<Cmax( ola). ¢(b)) 0<CK2 
则 称 满足 (1),(2),(3) 但 不 满足 (3) 的 9 为 Archimedes 赋值 (有 时 也 将 (3) 
改 为 
(32^ plat b<¢la)+ gOM CE f& I RO 
而 将 满足 (1),(2),(3) ”但 不 满足 (3) 的 2 RA Archimedes 赋值 ) 。 
显然 对 前 述 的 :< 一 二 ,规定 v(0) — co , 则 得 映射 
V =E Vp: a > (U {2} 
且 满 足 
v(ab) = vla) + vb), Va,bE ec; 
vla +b) > miniv(a),v(b)}. Na,b € z; 
v(0) = co, 
PK v=v, 为 = 上 对 应 于 p 的 指数 赋值 (exponential valuation), 
由 此 可 给 出 如 下 定义 
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定义 27.1 设 WRB pA? 时 ,定义 
d, (x,y) = (一 1)» v / y”? (mod p) 
则 
d, = d, ta X o> 2, = A, p— 1 WIERF) 
BA. 上 关于 v, 的 驯 符 号 (tame symbol) , 记 为 
(zy)， 三 d, (try); Vx.y€ a 

p=2 时 (上 定义 平凡 ,因为 12—1mod 2 HZ; = D. iE 2ha.a€Z if a= 
1,3,5,7(mod 8)=+1,+3(mod 8), AK VOArE Z.,x 可 惟一 表 为 


r= C DES T, HEHA m,n = 1(mod 8) 


比如 ， 


6 yi ee 3 
so ( 12) «5 i 


—(—nD!25! 9 9,33 = 1(mod 8) 


33 
设 0 和 关 yE< 的 这 种 表示 为 
y = (— 1)!2/5* d mn = 1 (mod 8) 
Hf E X. 
(rsy) = (= 1) 0H 
pu 
G2: a X a A, = i1? 
与 上 面 的 (,), 都 是 Steinberg 符号 (满足 双 乘 性 与 (x,1 一 四 一 1 的 符号 (,) 
都 称 为 Steinberg 符号 ) 。 
慷 一 种 常用 的 赋值 是 离散 赋值 (discrete valuation), MF LA BRR 
值 v, 是 指 一 个 群 的 满 同 态 (其 中 的 2 也 可 以 是 一 个 无 限 循 环 群 ,当然 对 标 
准 序 为 序 群 ) 
v: E So 
(乘法 群 ) (加 法 群 ) 
且 它 满足 
v(r--y)zseminiv(x),v(y)) (Va.5yve F H 


x+y F (BO zx,y Ee Fr-d-yz0) (x) 
id 
A= ir] vr) 20} UQ CF 
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则 A 为 交换 环 , 称 为 v 的 相伴 赋值 环 (associated valuation ring)。 这 是 一 
个 局 部 环 , 其 惟一 极 大 理想 为 
P= ({a{ vx) > 0} U {0}, 
PA v 对 应 的 极 大 理想 。 而 A/P RICA FLW v 的 剩余 类 域 (residue 
class field), 
定义 27.1 设 下 为 域 ,v 为 上 的 离散 赋值 。 定 义 
d(x,y) = Dvr / y? (modP), Vr,y c F 
现在 来 证 明 
命题 27.1 定义 27.1 中 给 出 的 4d,:F' X F^ —F^ =(A/P)' E v dh 
FRO v £8 tH BS F^ 之 球形 邻 域 诱导 的 XF' 拓扑 与 Z 的 离散 拓扑 ) 为 连 
续 的 Steinberg 符号 , 且 d. 诱导 一 个 群 的 满 同 态 : 
K.F >K, F=F: 
证 先 证 Imad GCF ,为 此 只 需 证 土 x /y” 了 EA'*,VYVr,yEF'， 
事实 上 ,由 wv AREA. 
vr /y" y= v(Gr)v(y) — vr)v(y)=0 
因此 x /y" EAP, 但 4 为 局 部 环 FR xD /y "€ A^ Bl xr 
y" €A', 
AX d. 的 双 乘 性 与 对 六 拓扑 的 连续 性 可 直接 验证 。 
再 证 d,(1 一 x+,x) 二 1( 即 4d,(x,1 一 xX) 一 1),Y1 关 xEF 了 ' ,分 五 种 情况 
进行 验证 。 
(OD v(x) >0, Bf rE P, Ae 1—xr€A H 1—r=l(mod P), [Bt v 
为 群 同 态 及 (x ) 式 又 知 
0 = vl) = vil—r-4-2)2minlv(l1l — zr), ulr)? 
于 是 vw(1 一 z)<0。 又 由 1 一 zxE 从 Al vC1—30220 GERE 1 一 x 关 0), 故 v(1 一 
r)—0, B 
d.C] — x,x)9 CH 1) 7079 (] = gym y uem 
= (1—4)"^" = (mod P) = 1 
(2) v(1—2)250 时 与 (1) 同 理 可 证 。 
(3) v(xX) 二 0, 此 时 x EP, 于 是 
(1— x)/x 一 一 1 十 zx =— 1(mod P) 
从 而 由 A 为 局 部 环 知 (1 一 +)/XxEA' = 二 A\P。 因 此 wv((1 一 x)/x) 二 0, 于 是 
v(1 一 7 了) 二 v(x)(wv 为 群 同 态 !1)。 由 此 可 得 
dl — x,x)— (C— 7779 (1 — a OP 
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= 1) lr)/r)™ 
二 (1)"?(—1)"7=1(mod P) = 1 

(4) v(1—42 «0 时 与 (3) 同 理 可 证 。 

(5) v(r)—v(l—x)—0HBHlR H5, 

这 就 证 出 了 d.Cl—x,20—1, V lIZxC€F', 

最 后 ,注意 Matsumoto 定理 (原始 形式 , 见 定理 26.1 F — E S IB GS 
的 关系 集 是 任意 Steinberg 符号 关系 集 的 子 集 ,这 意味 着 {,)} 为 泛 Steinberg 
符号 , 即 对 任意 的 Abel SE G, 任 意 的 Steinberg 符号 C: FXF 一 G, 必 有 
惟一 的 群 同 态 f: KC PG E FC.) — c. AR Cd. 知 ,d, 诱导 一 个 群 
同 态 KF—KIF—F'. BB v 为 满 同 态 知 必 有 yEF' 使 wy) 王 1, 由 此 知 
d. 是 满 的 。 因 此 d. 诱导 的 上 述 群 同 态 也 是 满 的 。 口 ] 

为 介绍 上 上述 命题 的 应 用 , 需 更 深刻 地 认识 赋值 (注意 这 (2Z) 中 绝对 值 的 
定义 及 性 质 只 用 到 其 乘法 结构 与 序 结构 )。 为 此 在 更 一 般 的 情况 下 ,给 出 下 
述 定义 (建议 读者 将 下 定义 中 械 的 运算 改 用 加 法 ,添加 0 于 醋 改 为 添加 co， 
修改 (2),(3),(4) ,给 出 加 法 赋值 (Krull 赋值 ) 的 定义 ) 。 

定义 A 设 卫 为 域 ,了 为 序 群 (乘法 运算 ) ,gp:F~>PU(0 ZEPU {0} #, 
0° A=A+0=0+0=0,0<A, YAET) 满 足 

(D 9 为 满 射 ， 

(2) 9(a) —0€9a—0r; 

(3) e(ab) —o(a)9(O), Va,bC€F; 

(4) pCatb)<maxi¢(a),¢(b)},Va.bEF, 

WE 2 为 上 上 的 一 个 赋值 , 卫 称 为 2 ER (value group (LEKCE, p) Jj BR 
值 域 (valuation field)), Æ e(F) 1 时 , 称 8 为 Ff EW EAR (trivial 
valuation) ,也 称 为 浅显 赋值 ，。 

ta rA 时 必 有 |T| =c( 因 为 ERA<1 时 ,< 二 1, Vk>0, FE 
ordA=co), [AK | F|<oohf CHF oii. OCF ) 一 1), 即 有 

命题 27.2 有 限 域 上 的 赋值 (包括 离散 赋值 ) 都 是 平凡 的 。 

id B,— {a€ Fi g(a) 1), M,—la€ Fle(a) «1),W] B, 为 交换 的 局 部 
I.M, 为 其 惟一 的 极 大 理想 BB, Oy o 的 赋值 ( 整 ) 环 (显然 , a,bE B, 时 
alb Kbla),M, 为 的 极 大 理想 ,并 称 了 上 .=B,/M, 为 op 的 剩余 类 域 。 

4 r=. B 9 为 离散 赋值 时 ,又 称 Be 为 离散 赋值 ( 整 ) 环 (DVR，dis- 
crete valuation ring)。 显 然 . 对 离散 赋值 环 B,.B,€ PID H B, 恰 有 一 个 非 
FREM, 

在 环 论 中 (脱离 赋值 ) 可 更 一 般 地 定义 赋值 环 与 离散 赋值 环 的 概念 。 

267 


代数 理论 


BB. R HRM, H Va, bER, alb Robla, WHR HMA; iz REPID HR 
有 惟一 的 非 零 素 理想 , 则 称 尺 为 离散 赋值 环 (DVR)。 不 难 证 明 :@ ik RW 
赋值 环 , 则 RE DVRSRE PIDO R 为 Noether 环 ;@ RE DVROR 3j 
Noether 整 闭 整 环 且 有 惟一 非 零 素 理想 怠 REPID 且 为 局 部 环 但 非 域 ; @ 
RR 为 赋值 环 SR 为 整 环 , 且 VYzEQ(CR)(CR 的 分 式 域 ) LERI 'ER; © 
DVR 为 赋值 环 ;@ R 为 Prufer 环 ( 即 一 切 有 限 生 成 理想 均 可 逆 的 整 环 ) 忆 
V PE SpecR,R, 为 赋值 环 ; R Jj Dedekind S R Jj Noether WH V P 
€ SpecR ,Rp 为 离散 赋值 环 (定理 22. 10; O 赋值 环 都 是 局 部 环 。 

下 面 我 们 来 说 明 :赋值 环 ,赋值 以 及 位 ,三 者 实质 上 是 一 一 对 应 的 ,为 此 
先 介 绍 位 的 定义 。 

EXB WELK 为 域 ,映射 x. 下 -> 开 Ufce} 满 足 

(D B=(a€Fl|raCK} A FIFTH; 

(2) tle: BK 为 环 同 态 ; 

(3) r(a) 一 co 时 rla) =0, HP acF, 

WFR r H F 的 一 个 K- 位 (K-place, 俄 语 为 K-10uxa. “RN” AOR). xl, 
为 单 同 态 时 B= Fa MPR WF 的 一 个 浅显 位 trivial place). 

说 明 位 的 一 个 佳 例 是 下 例 ( 在 例 中 位 x 事实 即 复 平面 的 点 )。 

例 1 设 F=(x)( 复 系数 一 元 有 理 函 数 域 ), VaE2, 令 zhH>a, 注 意 任 
意 的 f(x)/g(r)EF,(f(rx), g(r))=1, F g(a) 关 0, 则 定义 f(x)/g(x) 
f(a)/g(a) ,g(a) 二 0 时 规定 fGD/gGO loo, DU] x; CGO CU {00}, 
Xt 为 二 (x) 的 一 个 二 位 。x(f(x)/g(x)) 二 0 时 称 f(xX)/g(X) 在 a AB 2E 
Hà CBE oa) sm f(x) /g(x)) =ooft BR f(x)/g(x) 在 a 处 有 极点 (有 极点 
a), id 

B = (f(x)/glx) E F | gla) zo), 
Us = tfGD/gG) € F| fla) #0, gla) £0} 
注意 FCz)/g(z) 总 可 表 为 (zz 一 a)"a(Cz)/bCz) ,其 中 nc Z.a(x)/bx) CUS, 
HEX o fl 0 o1, B 给 出 赋值 9p: F= CGO-R f£ 
g(x —a)y'a(x/baxpgw 
这 也 是 一 种 p-adic 赋值 , 且 是 离散 赋值 , 它 可 指出 零点 .极点 的 阶 数 。 
更 一 般 地 ,可 以 看 出 定义 B 中 的 B 为 赋值 环 , 常 记 B 为 B;, 称 为 位 x 
的 赋值 环 ,其 惟一 的 极 大 理想 为 
M, = {a € Bla € B} = {a | x(a) = 0} 
称 为 位 7 HRA F—B./M, 称 为 位 x 的 剩余 类 域 。 反 过 来 , 若 B 
AF 中 的 一 个 赋值 环 , 记 其 惟一 极 大 理想 为 M, 则 有 标准 环 同 态 
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"p: B-»B/M=F 

规定 7,0 F\B)=co, WW xs AF 的 一 个 位 , 称 为 FF 的 正规 位 {标准 位 )(nor- 
mal place) 。 对 下 的 两 个 位 :zj:F>K,U {oo0),i=1,2, 车 有 域 同 构 9: Ki 一 
K, 使 9r =m, WERE m 与 zs SHH moe. AANER m m OB, 
=B, 。 因 此 赋值 环 与 位 是 互相 确定 的 , 且 在 等 价 意义 下 是 一 一 对 应 的 。 对 
域 上 的 赋值 8; :FF 一 TU {10}) Im 1,2 ERE BE IR 01D 9D fdi 09, =g, 
则 也 称 赋值 pop 是 等 价 的 , 记 为 同一 央 , 也 可 证 明 9,9 SB, =B, o H 
域内 的 任意 赋值 BB 也 可 给 出 一 个 赋值 , 即 令 M 为 B 的 惟一 极 大 理想 , 记 
Us=B\M, 则 Us=B' 4 F^. =F" /Us, M" =M\{0},M’ —la^!la 
EM' }), 则 显 见 F=MUUsUM* 。 再 记 A= {aUsja€EM')==M* Us, W 
A 满足 :， 1=1-€A; © VIZACT.ACASRA CAMBIO EAO A, 
HEA 则 XEA, 即 古 为 一 个 序 群 ( 序 由 人 A 给 出 :规定 44 当 且 仅 当 MA € 
AUD, FH aUpSlea€c B, 4 ve:F->TU {0} 

aUg, OzacF 

则 gs 为 FF 上 由 B 确定 的 赋值 。 由 此 知 , 对 一 个 域 下 ,在 等 价 意 义 下 有 下 述 


的 一 一 对 应 : 
赋值 环 
y 


1 
赋值 -一 一 


Pp (a) 一 


EXC 设 (F,p),(K,y) 为 两 个 赋值 域 。 若 下 二 K (代数 扩张 或 超越 
扩张 ) 且 g=¢|, Wid.) CK. 0 HERCK, p HCE, go WK Cexten- 
sion) (ASHE: CF, pS CK ,J)e B,(1]F— B,). 

AX p:F>TU {0),y:K 一 AU {0} W rA AP, <K,,& el =A: 
I»—IA/DTl2,3 ? Æ F E894) EAB (ramification index), 4 K,>F, 为 代数 扩 
张 , 则 称 fCo] jm LK,:F, IN o de F ERRA H (residue degree), 

Ý elp g) — 1 BE, RRK, p ACE, 90 B] 3E 43 eK (nonramified exten- 
sion), f£ eCf| p= f] go) — 1 BEERCK DY) ACK, o) BS ELE IP 3K (directed ex- 
tension) 。 可 以 证 明 : 当 [天 : F)<ooft,e(¢le),f(¢lp)<[K : F}. 

下 面 来 证 明 关 于 域 的 K, 群 阶 数 的 一 个 结果 : 

定理 27.1 XEÉESUS F.| FI 58,0|K; FI 556, 
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证 之 : 令 卫 为 节 的 素 子 域 (最 小 子 域 ),X={zjaE4) 为 下 在 也 上 
的 极 大 代数 无 关 元 的 集合 , 则 F>) AEA, AFIFl OS. 可知 
IEX) >So RaEeX.X 一 XNfzo) WES —^1 we OX) OX’) tE 
f(xo) 上 了 (0)。 仿 例 1 知 必 有 I(X) 上 的 离散 赋值 使 其 剩余 类 域 为 I(X')， 
将 开拓 为 F 的 位 (一 个 域 的 位 总 可 开拓 到 其 扩张 (代数 或 超越 扩张 ) 域 上 
的 位 ( 仍 记 为 r))xr:F->~T(CX ) 的 代数 闭 包 ,于 是 对 任意 的 满足 IIO E 
FSET XO ]«oof] E, VA E E RUSSES. [HI AS 2I E>IH(X'). 


因此 由 命题 27. 1 知 , 有 满 同 态 KLE AE, 
令 FE > 已 有 分 歧 指 数 r>, 则 有 交换 图 


KF ———- | Fi 
r 


> E 
erve 


模 去 单位 根 群 4{ 单 位 根 }>( 可 数 阶 子 群 ) 得 交换 图 


KE K; E 


| | 


EE /< 单位 根 | > 一 一 > 万 /<| 单 位 根 | > 


FAK. 群 对 正 向 极限 的 连续 性 ( 见 S 13) 得 满 同 态 
lim’ K,E=K,F > lim EE'/({ 单 位 根 }》 


XZ E< F NOXO<E< F 
TEX] <> TEX] = 


Ath. CX) [27 $3, AH | KF | > So. 

=: 注意 KP=((F',F}) 4lF|<S, MIK FI<X BE. O 

下 面 表 来 证 明 前 述 的 (,), 为 泛 连续 Steinberg 符号 。 

命题 27.2 设 p 为 素数 ,A 为 Hausdorff Hth, c: Zo X QU —A H 
(关于 < 的 padic 拓扑 ) 连 续 的 Steinberg 符号 , 则 必 有 惟一 的 拓扑 群 同 态 
站:4, 一 4( 其 中 4 一 (pA2 时 ) 或 { 士 1} (p=2 时 )) ,使 


ACCrsy),) 一 CCZyy)， VYzyyE X 
即 有 下 述 的 交换 图 
o XG SA 
uv 
Qu LAIR 
Ap 
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因此 ,(,), AR 上 的 泛 连 续 steinberg 符号 。 
证 $ 如 >2, 由 二 项 式 定 理 即 得 
(1 — rp")? =1—rp™' (mod p), Yre 2 (1) 
Cl) 4 pzé2.(r. p)=1,u, =s/t ff s=t=1(mod p). AODA YH 
A i,0xisp—1f C$ s=1+kp.t=14+lp jE BU —rp)'=1ltrpi(mod 
户 ), 代 下 式 即 可 ) 
(l—rp)'t = s(mod p°) 
HEVA j Oj p—1. tE 
(1— rp)" "^t = s(mod p°) 


依 此 类 推 得 ui 的 padic FE SEO GR YE XX, 
(1— rp) tih = = + (mod p^) (2) 


XHecIGp.l—rp)—1l cIGp.(l—rp)")-21,Vm€ N,]E X c 连续 并 用 
(2) 即 得 


c(rp,u,) — 1, Vu = >, s=t= 1 (mod p) (3) 


但 Ya€E a 可 表 为 a=p* - (mm 加) 一 (mp) 一 1, 于 是 


a= (1p)* * (mp) * (np)! 
由 此 知 = 二 (rp1i(r,p) 二 1)}，。 因 而 由 (3) 得 
cCzyt) = 1, VXE (4) 
由 (4) 知 , 若 7r 三 s(mod p),r =s (mod p), Gp) 5 G',p) 51, nr=l 
(mod p), Wj r,s=1(mod p). FÆ cryr clriyr) 二 cs,r)clri,r)。 册 
此 知 clr,r) 二 cls,r7), 同 理 知 c(s,r) 一 c(s,s ) , 故 


clrsr) = cls,s’) (5) 
注意 由 上 节 我 们 已 知 K: 2, 二 1。 同 理由 (5) 知 
clr) = 1, Hr, p) = (r, p) = lH] (6) 


再 考察 r.y— p 等 其 他 情况 。 令 A4E€ ZC 为 mod p 的 原 根 (当然 一 定 
FF TE) MW A^ 7 = APP —1, (EX ae yeu Way PRM ze =pru,,y= 
p'Alu, RP um =s/t,u=s'/t’ sts’ =t =1(mod p), FEC), (6) 
CCzyy) = clp p) cA py" (7) 
又 由 定理 25. 1 知 作为 c(,) 的 导出 性 质 , 有 c( 一 x,x) 二 1,c(1,x) 二 1, 于 是 
有 
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cÀ p) = cA, p) = cd, p) 一 1， (8) 
clp, pice(—-1.p) = cl- p, p)= 1, 
c(—1,p) =c(l,p) = 1, 
因此 ,注意 一 1 一 ^g 
clp p) = cC— 1, p) = cA, py??? 


再 用 (8) 即 得 
c(p.p) —1 (9) 
总 上 并 由 (7).(8),(9) 注 意 此 时 2|p 一 1, 即 得 
cCr,y) 一 1， Vr,yE a 


由 此 知 pz52 时 和 欲 证 得 h 存在 有 旦 惟一。 
C ID) ^ p—2,HsaüEc(xr.y)—1,.Vx.y€ a, 


£5 I ) ,对 任意 的 m= € a ,其 中 s=t=lI1(Cmod 8) ,注意 , 取 


—9=1—5.2=1—rp, (5,22 =1 


git (mod 27) (10) 


c(9,—1) =c(3, — 1)? = ¢(3,1) = 1, 
c(9,—2) —c(3, — 27 = 1 (注意 3 十 (一 2) = 1), 
(9,3) = c(— 3,3)? = 1 (注意 一 3 十 3 二 0)， 
用 c(,) 的 连续 性 及 (10) 即 得 
cCu;,—1) = clui, — 2) = clu ,3) = 1, (11) 
BEIEBR C71, —2,3) <2 FED” 中 处 处 稠密 (对 2 一 adic 拓扑 )。 


HS3:E.VxCZI .c—(—1)25'u, (o =" ,m=n=1(mod 8), FA C10) 


知 必 有 (2) =ay ta * 2+a * 2? + +,a,=0,1, fX] 2-adic 拓扑 
gf — us, Bp 340 —- Us, 
X 2=(—1)(—-2), HK —5/3 — — 15/9 =5/t,s=t=1(mod 8), 同 理 知 ,有 g 
(2) =b, +b, . 2+ b, M 2* 十，… 使 
gD > 


3 
因此 ,3 一 一 5 (一 1)322+1-5。 由 此 即 知人 { 一 1, 一 2,3》 在 人 中 处 
处 稠密 。 
由 (11) 与 此 稠密 性 以 及 c(,) 的 连续 性 即 知 
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city ) = l (12) 
Hu, = — 5/3, X H CI2018 
c3 x) = c(— 3.2), Yre a (13) 


取 r=4, W398 c(5,4)=c(—3,4)=1, M c(5,4)=c(5,—1)c(5,—4),c 
(5,—4)--1, KE ,c(5,—4)=c(5,—1)=1, 但 c65,5)c(5,— 1) —c(5,— 


c(5,5) = c(5,—1)=1 (14) 
仿 上 又 可 得 c( 一 5,z) 二 c(3,7),Y XEZ', 令 工 == 一 2, 则 得 
c(—5,—2)= 1 (15) 


再 用 (15),(14) 与 c( 一 1, 一 1) 7! =c(—1,—-1) WB 
c(5,2) = cC— 5.2)c(— 1.2) 
一 c( 一 5,2) = c(— 5, — 2)e(— 5, — 1) 
= c(— 5, — 1) = e(—1, —1)c65, — 1) 
= c( 一 1, ~1) =c(2,5) 


c(5,2)° = c(2,5)’ = 1 (16) 
用 c2, —2)=1=c(2,—1), X18 
cC2,2) = c(2,—1) = 1 (17) 


将 (12),(14),(16),(17) 用 于 -~ :中 元 素 的 标准 形 , 即 得 
clrey)= cCC— 1/27 5*u , (— 1)! 215K ux’) 
= c(—1,— 1) 44 
mM ¢(—-1,-1)°=1, FR clr.y)? =1,Vr,yE LX  。 这 又 证 出 在 p=2 NA 
存在 且 惟 一 。 C 
EX 27.2 ic 
La= Kirey |laye PF Alel.|yl|<m}) 
< K 2, m= 1,2, 
用 此 记号 来 证 
引 理 27.1 D LLL ae H K: a= U L,, 


m=1.2. 3, 


l, m ERKA m=2 
Z; =A,, m=p 为 奇 素数 

证 (1) 是 显 见 的 。 

(2) A m=ab, <a, b<m, Wj jaj, |b| Sm—1, At L, CL, ,. at 
(1) WIL, =L,,, B L/L, 一 1。 

m= 2 时 


(2) bn (den ~ 
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(2,2) 二 412, 一 1}{2, 一 2)= 二 1，1=1 

{一 2,2} 二 42, 一 2} 二 1 

{—2,—2}={2,—2}{—1,—-2} ={—-1,—-2)={—-1,—-1}{—-1,2}= 
{一 11, 一 1) 

{1,42}={+2,1}=1 

{—2,—-1}={2,—1}{—-1,—-1}={—-1,—-1}={—1,—-2} 


由 此 即 知 L/L 二 1。 
Fil Rie m= pat X BOUES L,/L,.=Z; 。 为 此 作 


x |> {z,p}modL, ,,0<|x|<p-1 


显然 ,若是 完全 确定 的 , 则 必 为 群 同 态 , 现 证 y 是 完全 确定 的 。 


xy=z(mod p), 0< |z], |yl lzi KSp—1. W] ry—z--pr H 
| pr || zy |+| z |S (p—1> +(p—1) 

AA | r|<p—1. i zy=2+pr X 
pa Hy m 
ry xy 

因此 ,注意 pr/xy=plr/xy) 8 
= [ses 
BN (z,p}=({z2y,p}mod L,., 由 此 知 少 是 完全 确定 的 群 同 态 。 
再 证 y EMK EXE, 

L, = (xs x phi pe p) |] x] bL, 


mod L, , 


为 此 , 令 


L, |1 知 
{i—p'—p}={— pC—1}){~—pp} = {—p,—1} 
一 (一 户 , 一 1] = {—1,— p} = (-1,-1}{- 1,9} 
= d(— mod L, , 
psp = i— pop}i—1,p} = {—1,p} 
= ¥(— 1)mod L, , 


{+ pox} = {r,+ p} = {x,p) 
= ¢(x)modL, ,,0<|x|<p-1 
因此 y 是 满 的 。 由 此 又 知 
[L,/L,,|<p—1 (因为 | 23 | 一 旋 一 ]) 
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再 考察 
h:K, 2>A, =Z; 

{zy} b Gy, 
EXIxllylxip—1Bv(-—92-—0,FÀÉG 2,—1. AE ARL, )— 
1, X AG) —A,,FRÉIL,/L,.,1Zp—1. BEHICISHIL,/L, ,1—p—1 
—|Z; | Rp DAB. [] 

由 此 引 理 不 难 证 明 Tate 关于 KQ 的 如 下 优美 结果 。 
定理 27.2(Tate) K; =A DA BA D= QA, Xm A, ={+ 
1}, A,—2; . V2tp. p ARR. 
证 ”由 上 引 理 之 证 的 末 段 知 ,h(L,) 一 A,,h(L,_1) 二 1, 且 
| L,/L,1 |= p—1=| A, | 
由 此 即 知 
L,/L,4 > A, 
p—2BjLi;—-((—1,—1p.h((—1,—1D-(—1,—15——1, FÆ L, 
二 L, 二 A,。 对 全 体 素 数 集 {2,3,5,…) 用 归纳 法 。Y 素数 pS 
ix.y) > Gy; 中 (zy Bo Play), 
则 知 
L,c AQ A O° QA, 
于 是 ,再 由 上 引 理 即 知 


limL, = be = Be Z oz A, A; OA: Oe = OA, [ } 
由 此 定理 立 得 


推论 27.1 设 4 为 任 一 Abel 群 ,c:Q' X Z' +A XH Steinberg 符 
号 c(,), 则 有 惟一 的 群 同 态 
Q,i:AÀ, A 
使 
cCzyy) = [lece»o: Vrye 7 (19) 
> 


注 D ”此 推论 也 可 不 用 K, 群 工具 直接 证 明 。 
© IREN XR' 一 { 土 1) 使 
oluv) = l, ul 0s5v0 
—1, u«—0Hvc«O0 
则 c(,) 为 泛 连续 的 Steinberg 符号 。 
id Gu, v). =clu,v) WEA 
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L, ux + wy = 1 E3 中 有 和 解 (x,y) 
(usu) = L l. ur’ + vy? = l 在 < PRE 
这 种 定义 可 对 任意 特征 数 非 2 AF A. REIS COR SEPRON F 上 
的 Hilbert 符号 或 Hilbert — XX 38 2& HS ( Hilbert quadratic residue sym- 
bol) 。 用 于 =- ,推论 27.1 指 出 了 
(rey) = leo Cry), Vry E T (20) 


这 已 孕育 着 下 节 将 介 绍 的 二 次 互 反 律 等 互 反 律 的 思想 ， 

@ 可 以 证 明 在 K, 中 {一 1, 一 1}) 关 1 HAM R—S«—x 环 同 态 存在 时 ， 
TE KR 中 也 有 {一 1, 一 1 关 1( 当 然 { 一 1, 一 1): 二 1)。 

由 容易 看 出 Hilbert 符号 具备 双 乘 性 与 (x,y)- 二 1,Yx,y 关 0 但 x 十 y 
二 1, 这 正 是 泛 Steinberg 符号 的 关系 集 , 因 此 带 来 了 对 K 群 的 一 系列 重要 
的 应 用 。 


$28 二 次 互 反 律 


在 上 节 中 对 奇 素数 p AERA 0a € Z 的 下 述 表 示 


vay IM 


a = p s (m, p) = (n,p) = 1 


定义 了 驯 符 号 
(rsy), = (— 1) on vr y (mod p) (中 元 素 ) 
对 率 数 2, 用 OA yes 的 下 述 表示 


x= (— 1)'25° m,n = l(mod 8), 


e 
| 


(一 1) 215K DE, mpn = ](mod 8), (*) 
定义 了 
(rsy): = (C DUE € {4 1) =A, 

并 证 明了 (,), 与 (,), 都 是 < 上 的 Steinberg 符 导 。 现 在 取 公 共 的 值 域 { 士 
1} 将 它们 统一 如 下 (注意 对 奇 素数 p. ET OG ECC y) 210nod p), Alf 
Cry), “尘土 1(mod 2), 

定义 28.1 id 
(rsy)o, 户 一 2 时 ， 


—]) 2 Vax, c 二 
Gr.320,^ "(mod p), ps2 为 素数 时 ， ? 


((X,y)), -| 
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WCG 300, = c1, $R A Hilbert FS. 
1, | r0 05yl0Hf, -. 
(r,y). = —1, rcOHsycoH. ry € a 
也 称 为 Hilbert FS. 

下 面 来 证 明 关 于 Hilbert 符号 的 二 次 互 反 ( 逆 ) 律 。 这 里 的 “二 次 ”, 一 
方面 指 这 些 符号 取 值 于 二 次 单位 根 { 士 1) , 男 一 方面 也 是 由 于 它 在 “二 次 ( 平 
方 ) 剩 余 ” 方 面 有 重要 的 应 用 。 事 实 上 , 它 也 是 研究 数 域 下 的 代数 整 元 环 的 
K: 群 的 重要 工具 。 

定理 28.1 (LRARE (quadratic reciprocity law) ) 


(r.y) = [ [Crys Vry E I 
素数 p 
Bl 
Cray) [[Cr.y)), = 1, Vx.y€ a 
LE 
证 在 上 节 (20) 式 中 取 c(,)==(,). A=(+1} ,注意 9,:A, 一 A, 则 得 
(x.y) - 一 [ [Cave ,其 中 E> S&P ttt Epa tt == 0,1 (1) 
素数 p 
只 需 取 x,y 的 特殊 值 证 出 se 一 @ 三 … 一 6 一 … 一 1 即 可 。 
Gr=ya—l 得 
((—-1.,.—-1)),=(—-1,-1).=-1 
(—1,—1).2—1 


V2ip. (C —1,—1),217* —1GER v, C— D =0) 
由 此 代 和 人 (1) 得 e =l, 
再 注意 2p AT p =8k+3.8k4+1, 
(a) 34 p=8k+3 it. K r=2,y=p, T2. p). =1. M 
2 = (—1)°2' e 5° e1. p= (—1)°2° e 57 (一 3。5) 
或 
(— D! + 2°65 (一 3。5) 
FE (2,p).=1, 
Bigi LEGER) e = 1. BI CC2. p) — — 1, 
XÍ qz5 p. C2, 0, —A. DIE CC2, 500, — 1, ((2, D — 1, 
FREE (2,p~),=—-1, 4 EAC) e, —1, 
(b) = p—8k—1HBf.C—1.p).—1, €—1, p): — — 1, [B] TR e, = 1, 
(c) 当 p=8k+1 时 ,我 们 需 先 证 下 述 引 理 ，。 
引 理 28.1 设 p=8k 十 1 为 素数 , 则 有 素数 g 二 Vp 使 bp RÆ mod q 的 
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平方 剩余 ( 即 x? FZ p(mod p. V x€ Z; ). 

(注意 条 件 p=8k+ 1 是 必 不 可 少 的 ,比如 素数 109=5F1(mod 8), {q| 
q<Vp.q 为 素数 二 (2,3,5,7} 而 109=2? mod 3, mod 5, mod 7, 109= 
1* mod 2), 

证 (J. Tate R m=max{ala<Vp,2\a}, M m?’<p<(m+2)?, FE 


pi —(m4+2)? —? 
OM < 一 一 
_m+2+il>m+2~1 一 ves 
= 2 2 4 1 1,355, » n 
而 
ma epm .到 十 2 一 下 一 (1 .1 
2 2 
m+2+m—2 > m+2—(m—2) _ 2 
2 2 
A N P-L , p23. pom 
因此 , 令 N 4 4 4 3 
O« N « (m+1)! (2) 


若 对 一 切 满足 g 二 Vp 的 素数 ,p 1529 mod q 的 平方 剩余 ,来 证 N=0(mod(m 
+1) DRS DAF. 


WHE aia n0 (moda D, RAPIER qn BDH a, 被 
Q 整除 ,这 里 [x] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 (这 是 因为 
>, 1-L-7] Hut = ME 


y2l2.-. 
n|y 


由 此 知 , 对 一 切 素数 寡 g <m +1, RE IE g | E P (gp Aq | Cp — P0 BS i W 


AGRAR CURES], 即 证 p=: (mod MIR 


解 。 为 此 先 证 
CA) p 为 mod4g’ 的 平方 剩余 。 
首先 注意 :; 设 24a, WRF x? =almod 20,24 /—1 时 有 惟一 解 r=] (mod 
2); 24 1—2 Bp 8 Oa=1 (mod 4)( 此 时 两 解 为 1,3(mod 4)); 4 123 Bf, 
fj fit a=1(mod 8)( 此 时 有 4 解 )。 于 是 由 p=1(mod 8) 知 p WHE 2" 的 平 
方 剩余 , V n— 1,2, ,特别 地 ,p 为 mod 4 的 平方 剩余 。 因 此 只 需 考 虑 21 
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的 情况 ,但 此 时 (4,g')= 二 1, 于 是 只 需 证 p A mod g 的 平方 剩余 即 得 (A) 。 

se AEH Zim. M m=max{ala<vVp.2\a}, Ait gq' 关 m 十 1。 由 
此 得 9 委 9 科 mm<Vp。 由 前 设 ((2) 式 下 一 行 ), 为 mod q 的 平方 剩余 ,于 是 
可 令 p=zi(mod q). FS f(x) 一 性 一 六 则 f (x) =2r, Ai pei 
(mod cg) 知 (2zi,qa) 一 1, 即 素数 gt2xi ,于 是 

q | f(r) HB a f Gi) 
因此 
fGn + qti) = fla.) + qf' (ri)t = 0(mod g) 
即 
fai) /g+ f Grit = 0 (mod q) 

有 惟一 解 i 二 ti (mod g)。 由 此 知 ce, + qti (mod 92) 为 px? (mod PZ 
解 ,…, 依 此 类 推 , 即 知 p 为 mod g 的 平方 剩余 。 从 而 证 出 了 (A), 即 有 iE 
Z p=’ (mod 40 ) 。 


(B) p=i? (mod 1DE (Osm +1) REDEE, 


事实 上 ,显然 有 
(¢+2q°)*° = i’ (mod 44?) 

PA BEEI CAD i © Z 1B Oi; qq. A peii (mod 4400, A pei 
(mod 4q YHfR 2q°—io YE Cq 29 VI AAR in + 2q° 在 (294 ,39') 内 ,…, 由 此 
知 , 对 任意 的 n€ N38 PB En/q' AREO, MAR nmt 即 得 证 。 O 

下 面 接着 考察 定理 28. 1 证 明 中 的 情况 (c) , 即 p= 二 8k 十 1 的 情况 。 

此 时 由 上 引 理 知 , 必 有 素数 9g 二 Vp 使 p 不 是 mod 9 的 平方 剩余 。 我 们 
取 x 二 p,y 二 9, 由 p=8k+1 知 , 素 数 p 可 取 的 最 小 值 为 17, 于 是 可 令 

(p=8k+1l}= {p=17 < p <<} 

由 于 小 于 17 的 素数 为 13( 寺 一 3(mod 8)), 11(=3(mod 8)), 7(=—1 
(mod 8)), 5(=—3(mod 8)), 3(=Œ=3(mod 8)) 及 2( 前 已 证 e; — 0, BR uit H 
前 证 知 , V 素数 g 二 pi ,se, 二 1。 于 是 我 们 可 作 归 纳 假 设 : 对 任意 的 素数 g 一 
p,€,—1,.3KiE €, = 1 即 可 。 

S3: bE LC pg) = 1. (pg = (Op; 一 1( 当 gg 一 2 或 ?9 
时 ), 但 由 p= C—1)°2°5°(8k+4+1), RA p,q), =p'/g =pl(mod q). MAE 
引 理 知 , V x€ Z; px’ (mod q), FÆ 

p" =—1(mod q) 
因此 (p,q)),= 二 一 1]。 由 上 设 6 1X 
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((5,q)) 3 ——1 
男 一 方面 ,对 素数 qi Aq. aa<p, 
(p,q), = p'/q' 1(mod gi) 
由 此 知 ((p,q)), = 二 1, 因 此 
((p.q)), = 1 
这 样 就 从 (1) 式 得 了 
(Cp.g@)e ——1 
fH e, —0 zx 1, Ah e,=1, [| 
作为 定理 28. 1 的 应 用 ,我 们 将 通过 一 些 具体 的 计算 推出 数论 中 著名 的 
二 次 互 反 律 及 一 些 其 他 形式 的 互 反 律 。 首 先 注 意 数论 中 模 ( 素 数 ) 的 一 元 
二 次 同 余 式 (方程 ) 
ar! + 6x +c=0(mod p), (a,p) = 1 
当 p 二 2 时 十 分 简单 ,对 一 般 的 奇 素数 , (a,p) 二 1 BSBA a CZ ffi aa’ =l 
(modp)。 于 是 不 失 一 般 地 可 令 a 王 1 ,而 一 次 项 系数 o 为 奇数 时 总 可 通过 
加 上 px (不 影响 其 解 ) 使 成 偶数 。 因 此 通过 配方 知 ,研究 上 述 的 一 元 二 次 同 
余 式 归 为 研究 
x’ =c(mod p), # P(c, p) = 1, 
此 同 余 式 有 解 时 , 称 c 为 mod z 的 平方 剩余 ;否则 称 c 为 modp HIE 7r 3 
Ro 1789 年 A. M. Legendre 引进 了 一 种 符号 一 Legendre 符号 (其 中 a0 
(mod p)) 
(aje [E “为 med 的 平方 和 人 
p — 1, adE mod p 的 平方 剩余 
先 来 验证 如 下 引 理 ,从 中 可 看 出 ,事实 上 , Legendre 符号 即 上 述 的 ((a， 
P)) po 
5| 理 28.2 ik p A RW .a,b40(mod p), M 
(1) ((a.6)),=1; 
(2) Crsy)),=Cy 00; ORR). V r,y€ Z3 


(3) (Ca p), (4) ,因此 
GG) 2) 
(4) (Gd) — God; = (=D , Y 24ed, 


((,2)), = (G.2), (C857, We, 
280 


第 六 章 K: 群 的 计算 与 应 用 (》28) 


证 (1) 注意 ap 尖 0Cmod pp) 时 ,wv, Ca) =v, (6) =0, RP Al 
((a,b)), = (a,b) F (mod p) = 17 =1 
(2) HG, Gy, 即 得 。 
(3) 此 时 v,(a)=0,v,(p) = 1, A 
E i 
(Cas p)), = (asp), == ((—1)%a'/p*)® =a? (mod p) 
而 aT =1(mod p)@a 为 mod p 的 平方 剩余 ,于 是 


(Ca, p), = (2) 


(4) TRA FP SK BY ER UBER COO ,注意 :对 奇数 n n=1,3,5,7 (mod 
8); 

n=8k+1 f, n=(—1)° 25n, 2| (n—10/2, 2| (166 —1)/8; 

n=8k+3 时 ,2 一 (一 1)1205 > '(—52), (—~5n=1(mod 8)), 24(n—1)/ 
2,2 —1)/8; 

n—8k--5 Bf ,n—C—1)*2*5 (5n), (5n==1(mod 8)), 2] (n—1)/2,2) 
(n? ~1)/8; 

n=8k +7 AY .n=(—1)'2°5°(—n) ,(—n=l1(mod 8)), 24(n—1)/2, 2 
| (nm? —1)/8, 

由 此 知 ,mod 8 后 验证 (4), 即 令 c,d=1,3,5,7 去 验证 (4) ,并 不 失 一 般 
性 (注意 对 偶数 不 真 。 如 2=10(mod 8) ,但 2=(—1)°2'5° - 1, Rift 10— 
(一 1 2 5 e T XR APR — 80. X t kE XN CCa b)) = Ca 00; — Cb, 
a);,(l,a),—1, VOszÉa.b€ Z; (1— 2,325 =1, VO, 1E EZ; (a,—a),=1, 
VOza€Z,., AW c— 1x d=1 可 不 必 考 虑 。 于 是 验证 (3,3),,(3,5),,(3， 
7)2 (5.7): 的 如 下 结果 后 , 即 得 (4) 中 第 一 式 : 


(3 ^3); = (— pre PF ho 一 一 1 = (— 10577 


3-—-) 


2-1.2-1 
2 


(3,5) = (3, — 3) = 1 = (— 1)? 


3—l 
2 * 


~ 
rol | 
— 


(3,7), =—1 = (= 1) 
(5,7), = 1 = (—D)0*?'* 
再 由 2 一 (一 1)"2:5"。1 又 知 
(3,2). =(—1) = —1—(—1)$89 7? 
(5,2) = (—1) ! &—12(—19$6 -1 
(7,2),2 (—1)? 21-9 (7 D$ 7? 
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这 又 证 出 了 (4) 的 第 二 式 。 E 

作为 定理 28. 1 的 推论 ,我 们 来 给 出 数论 中 的 二 次 互 反 律 。 在 下 面 的 证 
明 中 ,为 方便 读者 阅读 ,不 用 文字 叙述 ,而 只 以 “一 ” 表 示 “ 萄 含 ( 可 推出 )”, 用 
简单 的 算式 给 出 其 证 明 。 

推论 28.1 (Gauss-Legendre 二 次 互 反 ( 逆 ) 律 ) 

设 pr 为 二 奇 素数 , 则 


(2) (4)= — 0*5 .m (i)- —- bo *(£) (3) 
(C) (— D (4) 
(2)- (— 1) $t» (5) 
证 定理 28. 1> (p,q) | | (C09), 71. 
p>0,q>0>(p.q).=1 | 


V r£ p.q. r 为 奇 素数 二 ,((p,9)),=1 
=> ((0p5q)),(Cp5q)),((p.q))2.=1 
n (Cp. go, (p,q) = CCp,q05; 


p—19-1 
2 2 


p= pg) = 


(Cq p)! 2 (—1) —(3) 


| 


cL) 
p 


定理 28.1>(— 1, po [ |«—1,p),. = 1 
Kr 
p> 0>(—1,p). = 1 
引 理 28. 2-2 (€C— 1, p)), = 1, Vr x p,2$ri>(4) 


((—1,p)), = (—1) 4 


(—1,p)), = (>) 
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定理 28.1>(2,p)..] ]((2,p)), = 1 
Kr 


p >0=>(2,p)- = 1 
引 理 28.2>((2.p)), =1,Vr4 ps2\r (5) [] 


(2, p): = (2, p)) = (ps2). = CC DEP 
2 
(2,5), (=) 


Usk Jel A, H Lengendre 符号 ,推广 到 Jacobi fT E (G. G. Jacobi, 1804 
一 1851) 会 带 来 计算 上 的 方便 与 更 广泛 的 应 用 。 即 令 P= pr pr e pe 2) 
P.(a,P)=1,i¢ 


(P= (a0) Ge) Ga) 
等 号 (左边 为 Jacobi 符号 ,右边 为 Legendre 符号 ,在 形式 上 不 加 区 别 )。 容 
易 验 证 Jacobi 符号 具有 如 下 更 便于 计算 的 性 质 : 


(11) (5 )= (=) . V a=b(mod P) 
Gii) (ab, P) 1 时 ,各 = (2) (2) 


(iv) (a, PQO)=1 & (55) (5)(5) 
G) GD GD Æ Legendre 符号 性 质 ,(iit),(iv) 是 其 双 乘 性 。 


可 以 证 明 Gauss-Legendre 二 次 互 反 律 也 可 对 Jacobi 符号 使 用 , 即 
P P-1Q-] , u 
(B)(g)- ~» , 当 (P,Q) = 1H 24 PQ Rt; 
—] pl 
(=")= (— 1)? ; 
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P 
下 面 给 出 一 个 更 广 的 例 注 。 
设 下 为 域 ,F(x) 为 上 的 一 元 有 理 了 水 数 域 ,对 任意 的 F(x) 的 非 零 元 


(£)- cD, 


E3 


定义 deg f —n— m CAN IEPA f 的 次 数 ), fo ab, 称 为 了 的 首 项 系 
数 , 类 似 地 记 gEF(x) 的 首 项 系数 为 go. M 
‘fo,go} € K;F 
且 可 得 到 群 正 合 列 
1 > KF — KF) > P (CF[x]/pYy — 1 
Ji Z 中 的 相应 定义 ,定义 
(fog), 8 Flr) 上 的 padic IRIE), VO fg € F(a), 
v. Cf) =— degf, 
fog). = (~— 1) Hees dete y def plein 
E $18 中 我 们 已 定义 了 转移 同 态 , 即 设 尺 为 (交换 ) 环 , 环 S 为 R 的 扩 
环 且 SEf. g. Prm,f:R =S 为 租 入 环 同 态 , 定 义 了 转移 同 态 fK S 
KR。 现 在 ,我 们 将 下 述 三 个 同 态 
S'™ KiS—> K\R—> R 


的 合成 称 为 范 同 态 (norm homomorphism) ,并 记 为 norm: S^ +R’ , 用 于 
上 例 得 norm: (下 [zj/p) 一 F' ,由 此 可 得 著名 的 Weil 公式 ( 见 | Milnor, 
1971 D; 


(fig) = ĮI norm( f.g), 


OA pe SpecFL x] 


G2 = [| r] ec, 


g= fO =0 


其 中 SDAP 的 代数 闭 包 中 的 元 素 ,n 重 零点 作 次 算 入 。 

Dedekind 环 在 代数 几何 与 数论 中 的 重要 性 ,本 书 已 介绍 过 。 对 Dede- 
kind 环 尺 , 记 其 分 式 域 为 L, Tate 给 出 了 KL 的 如 下 结果 ( 见 [ Milnor， 
1971]. 

K-L = <{ {a,b} | asb E R,(a,b) = 1» 
下 面 简单 地 介绍 一 下 互 反 律 对 Dedekind 环 的 推广 ,它们 更 概括 了 数论 中 的 
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有 关 结 果 (Z 是 Dedekind 环 !)。 在 本 节 的 下 文中 ,R 都 表示 一 个 Dedekind 
环 。 
M822 与 3 27, 我 们 已 经 知道 ,车 尺 为 Dedekind 环 , 其 分 式 域 记 为 L 
二 QCR), 则 对 YPpPE MaxR,R,E DVR, 因 此 p £618 L 的 一 个 赋值 wv,, 且 由 
ERAS PP fb S (a) = pi, DEM v, Ca) =k, Y 0 关 aER, 从 而 又 得 到 一 个 非 
Archimedes 赋值 。 记 
V = (v, | P € MaxR), 
S. = {sls VÄL EWI}. 
V= V U Sa, 
L. 一 了 在 ”和 定义 的 拓扑 下 的 完备 化 。 
对 非 Archimedes WE v. ic 
R, = v 在 L, 中 的 赋值 环 ， 
U()={a€L,|v(l—a) St}, VLO 
则 
U.(t) < R; = UC(R,) = U,(0), Vi>o0 
(注意 对 任意 环 S.V r€ S' ,或 有 nn 使 x"=1, 或 对 一 切 n,x" 关 1, 在 后 一 情 
况 下 常 称 x 为 oo 次 单位 根 , 因 此 可 记 S. =UCS)). 
定义 A V 上 的 一 个 取 值 在 Abel 群 C 中 的 互 反 律 是 指 满 足 如 下 两 条 
件 的 反对 称 双 乘 映射 (,),:L; XLi 一 C HES Collection): 
(1) (a,l—a),=1, Va,1—a€L;; 
(2) ( 积 公 式 )Ya,bEL , 除 有 限 个 v€EV 外 ,(a,6b), 二 1 且 (a,b), 
= 1, 
£i 0 关 g R, pC Maxk, ip 
U,(g) = UCR/ pq .q/ pq) = (x € (R/pq)' | x = 1(mod q/pq)) 
则 当 pig Bp Do 时 ,由 中 国 剩余 定理 (CRT) 知 
R/pq = R/p DR/g 
因此 U,(q)=(R/p)° imi pla Bl pq 时 ,可 令 g=p'g',(g',p) 二 1。 于 
Æ h=v,(q) >0 H 
U,(D  UC(ÀR/ p! , ph p!) 
~1+ p/p) = p/p ~ R/p 


^ R/p( 加 法 群 )， plg, ISTUP E Ma 
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记 
U,(g)={a€ RIa¢pH 有 a=1(mod 9) 
若 Xs:U, (9) 一 C 为 群 同 态 ,a€EU,(q), 则 记 
Xs,(a) = Xx, (a), 

其 中 4 二 {y€E(R/pgq)' H y=a=1(mod g/pq)} €U,(q). 

EXB RK 一 个 取 值 在 Abel 群 C 中 的 g- 互 反 律 是 指 满 足下 述 两 条 件 
的 一 个 集合 {x,| PE MaxR A y,:;U,GD—C 为 群 同 态 ) ; 

(1) Va€U,GD, XxX, (a)? " —1; 

(2) 车 a=1(mod q),0zÉa,b€ R (di aR+bR=R( Bi (a)+(6)=R), Bi 


[I x, Ca)» — lI y, (b) 
bE 


n acp 
CBD pli) (BP pla) 


注意 这 里 的 (1) 等 价 于 Xx, QU, G0)? 一 1, 也 等 价 于 “ 若 
ChCR/ pY vo, o) , M x, FAL”. 

Æ 37 中 我 们 已 介绍 了 Mennicke 符号 ,可 以 证 明 : 对 Dedekind 环 ， 

q 互 反 律 | Mennicke 符号 
将 上 述 定 义 用 于 数 域 工 。 记 
Mn =(xEL| ae" 一 1) 

取 定 义 A 中 的 C 王 上 pv, 则 有 在 V ER ARE, Bp m REE RE n" power 
reciprocity law), 4 m=2 Bl C={+1)} >Z, 时 即 通常 的 Gauss-Legendre 
二 次 互 反 律 。 

二 次 互 反 律 在 二 次 型 的 代数 理论 中 也 有 重要 应 用 ,有 兴趣 的 读者 可 参 
看 [Lam ,1980 ] 。 


$29 K: Bin/E koc S TES C) 


本 节 中 我 们 介绍 给 出 K: 群 元 素 的 另 一 种 符号 (,, 这 种 符号 在 一 定 程 
度 上 也 便于 计算 且 可 给 出 局 部 环 Ko 和 群 的 生成 系 ( 见 下 节 )。 与 符号 {,} 相 
比 ,《,) 对 一 般 的 环 将 不 限于 对 R' 才能 使 用 ,但 计算 稍 繁 (虽然 也 有 一 些 计 
算 公 式 )。 为 介绍 (,), 先 回忆 一 下 在 $9 中 对 一 般 环 尺 使 用 过 的 1 十 apE 
R' ,其 中 a,b5€ER( 未 必 ER')。 记 a==1 十 ab, 我 们 已 核验 过 下 述 恒 等 式 
(1 十 如 )(1 一 a)— 1 —b(a ^ 十 ape 一 1)a 
= 1—b((1+ab)a' — 1)a = 1 = 
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= (1—& aX(1 4- a) 
因此 , 记 G=1+6a,W) BER’ H8 =1 一 ba a. 

F ti 825, 8 26 的 办 法 在 St(R) 中 构 作 一 个 对 角 元 素 ( 即 对 Stein- 
berg 同 态 $:St(RI>ECR) , 象 为 对 角 和 矩阵 的 StCR) TR) H, (a,b) fH OCH, 
(ab)) 一 内 PCa)), 从 而 知道 H, (a, Dh, (a) € K,R, 再 证 明 此 元 素 与 足 
85 1,j 无 关 而 由 a ,b 惟一 确定 后 , 即 可 引信 这 个 给 出 KsR 元 素 的 符号 (，,)。 
特别 地 ,对 YaE J(R) 或 bE J(R) 都 可 由 a,b 给 出 KsR 的 元 素 。 

先 给 出 如 下 定义 : 

定义 29.1 设 RERing,a,bER 使 a=1ab€ER' ,i 记 B=1 十 ba H 

H; (a,b) = zx,(— ba" x, (a)r; G)x, C—aB 9), Vizj 

不 难 证 明 下 述 结果 。 

命题 29.1 if RE Ring,a,bER [ffi a—1-Fab€ R' Dij 

(D KCH; (a.b)) — diagGu su: 72 HEP u; =a=1+ab,u,=8 一 (1 十 
ba) .u,—1. V kins; 

(2) Æ ab=ba( Bl a=), CH, (a,b)) =h, C00 ,因此 

H; Ca, bdh; € K;R, 
证 (1) 设 i=1,j==2, 由 引 理 9.2(1) 之 证 ,已 得 (只 写 出 非 平凡 的 二 阶 


A YE YN) 


o 6 = C 0G Wo DG e C v) 


Hu " JG m) Co uu 


1 04/1 aq;1 0,1 =a8” a 0 
(_ ilo JG JG 1 J= (o "i 
Bl $CH,, Ca, 00) = diag(a,B ,1,1,…)。 同 理 可 证 一 般 情 况 ( 也 可 用 推论 
25.1). 
(2) 34 ab—ba Ff a—8, ARR 26. 1(3) 即 得 (2)，。 [J 
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XCFOH, (a,5) 的 计算 规律 ,我 们 有 下 述 命题 。 为 了 证 明 此 命题 先 给 出 
一 条 引 理 ,事实 上 ,此 引 理 是 命题 26. 1050 的 一 个 很 好 的 推广 。 

引 理 29.1 i RE Sing. YE St(R) 为 单项 元 ( 即 PCY) = P(o) diag(a, , 
Q5 ,***)) , MI 

Yr,(a)Y = Lanan (aaa, ) 

证 (1) 先 设 Y 为 对 角 元 , 即 o 为 恒 等 置 换 , 于 是 000 =i oG) =) ER 
足够 大 的 nn 使 n 大 于 Y 的 表示 式 中 一 切 x,(5) 中 的 足 码 s,1, 也 大 于 ij. 
RU ron ifa, =1, W w =w, n (1) w, (1),Y, =w Yw 。 由 命题 
26. 1(5) 知 ,Yi 的 表示 式 中 一 切 x, (65) 中 的 是 码 s,t 都 不 同 于 i,j, 因 此 
Yiz, (a) —2, (a)Y,。 还 可 看 出 (不 失 一 般 地 令 i<j) 

$(Y,) = diag(a,.**,a_, ,1 ,a, stt 
a, 5 ,a ,00,0,,1,), 
因此 
$(YY; 0 —9,, (20h, is (05)) 
一 】 


=diag(1,---,1l,@,,1,-°--,1,a, ,了 l,a, 
Ci) C 


Gr4- 1? 


由 此 知 YY,-A(mod KR), HP A—h,,,, (QA, 42 (ouo)。 于 是 (注意 KR 
的 元 素 为 StCR) 的 中 心 元 ,在 相似 变换 时 可 格 去 ) 
Yx, (aY = (YYY ox; Ca (YY ) ^ 
= hx; (a)h — x, (aaa, )( 命 题 26.1(5) )。 
(2) i Y ABI IO ni ro. AF c RHR $e (1)) 

对 应 着 对 换 (st)。 因 此 必 有 wo CWORO fli $us) = Po) diag(P, Rs), h, 
Bo ER. HIER ws Y 为 对 角 元 ,可 设 (ws y) = diag «Ys 
7 ,ER 。 于 是 由 (1) 知 

Wo Yx, (WY wy = x, (Yay, ) 


—1 
sQ; ,上 )。 


因此 


1 


Yr, (Y = UU, (Yay; )Wo 一 Today (BY,aY, B ) 


= Taaa (Qiaa, ) O 

命题 29.2 it RC Ring, M 

(D H, (a,b) =H; (—b,—a)  , Ya, bER B I+abER' ; 

(2) H, Ca,b+c+bac)= H, (a,b) H, (aB ,Be), Va,b.c€ R H14 
ab,ld-ac€ R^ ,其 中 f—14-5a; 

(3) HjC(a,bc) Hy (ca)  Hy(c,ab) '=1,( Va,b,cER B 13-abc 
ER )。 即 此 时 
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H, Gab) HH, (b,ca)H, Ca, bc) = 1 
证 (D h 14+(—6)(—a)=1+baER' 5 H, (a,b WE X BS CD. 
(2) 由 
ltalb+tc+bac) = (l+ab)(1+ac) ER, 
1+ (af ^») =1ltac € R 
知 (2) 中 各 项 都 有 定义 。 记 y=ltac.d6=1+ca. Bl] 1+alb+ce+bac) —aY,1 
+(b+c+bac)a=po, H 
H,(asb+ce+bac) = x, (— (bet bac) y a x (a)z, 
(b+c¢-+bac)x, (— ad B 7) 
TÉ 
x, (bb e+ bac)¥ a )H, Ca, b+c bac) x, (as B.) 
= xy la)x; (b+c + bac) = x4 (a)x, (b+ fe) 
x, (a)r, (bx, C&) 
= x, (ba )H,(a,b)x, (aB x, CR) 
x, (ba) HH, (a,b)x, (RY DH, (ap ,fe)rs (ad 8") 
= x, (bo +y aH, Ca, bH, (aB x, (ad B) 
(对 于 对 角 元 Hja DAES., EXE 14+ (B ') (8) — Y.12- Ge) (a8) 
二 B88”。 再 由 上 命题 及 
ba --cY a = (bY -EOY a) — (b--c4-Pac)Y a 
BN4 (2). 
(3) 由 1 十 apcER Xl 140 cab 1-d-cCab) € R^ ,1--bca€ R^ ,因此 (3) 
中 各 项 都 有 定义 。 
用 Philip Hall(1904 一 1982) 的 换 位 子 恒等式 
x[[x sel ye" v0» sx] z]y” + elle’ ,zz 一 1 (D 
4 r=x; la), y=zxp(c),z=x,(b),d=(1+abc) | —1,e—(1--cab) |—1, 
f=(1+bca) 一 1, 则 
[Lx z], y]= [Ex,C— a) 04 00]. CO ]= [xy C^ ab) x, CO ] 
= r4C— ab)x, Cx, (ab) x, C— c) 
= x, Cabe) H, Cc ab) x, (cd) 


| 


同 理 
(Ly se] z]= xy Ga f ) H, (b,ca) ry (be) 
[fz y].x]9 x, (bca)H, Ca bc) x, (af) 
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再 注意 cda=caf, FË 


Ky (ed ) x, (— a) x, (Ox, Caaf) = rj; o a)x, Gd +c) (2) 
[a] 
Lpa Che 204 (— Cra CD) x; (bed) = rel(~ o) ry Ge +b) (3) 
Xi (af dxy(— bx, (a) x4 Cabe) = xy C— bx; (af +a) (4) 
将 以 上 各 式 代 人 (1) 式 得 
x, (a) ra Cabe) H, (csab) (ay Cd )xj C7 a) xy (Oty Coa f 2) , 
M 


Hj, (Coca) (ry (be) x, C7 0) xy bx; Gcd)) H, (a,bc) x; (af) x4 (—0)—1 


G^ 
注意 在 群 中 XY=1 时 ,Y=X”, 因 此 YX=1。 将 此 式 前 两 项 移 到 左 端 
AR FF (2) 5 OO TIRE) s (3) 4 AU 
H,,(c,ab) 2g Hy (brca) (3) % H,,(asbc) * 


G4 
HORRA) , 即 
H, Cab) xj (— a) x, Gd 十 c) 万 (ca)zu (一 c)。 
x, (be 十 D) Ca, box, (— Dx; (af +a) = 1 (5) 


又 由 命题 29.1 RH, (OWE LA 
H, Gab) x, C— a) = x, (1 + abc) (—a)) Hy, (cab) 
fB gi (1H-abc)a —a(14-bca) R f 二 (1 十 bca) 一 1 4l 
(1+abc) a=a(l+ba) = alf+1)=af +a 
于 是 
rjC(af +a)H,,(c,ab)x,(—a) = H,(c,ab) 
同 理 知 
Tulcd + ¢) Ay (bca) ri(— ce) = Hy (b,ca) 
XL, (be + D) A, Ca, bc) x, (— b) = H; Casbc) 
将 此 三 式 代入 (5) 即 得 (3)。 口 
命题 29.3 RC Ring,a,bER ffi 1--ab—aC R^ H ab—ba,izj kx 
/, 则 
H; Ca, bh; = Hyla, bhula) 
即 KsR 中 的 元 素 H,(a.bDh,(@) h a,b ESEB 的 选取 无 关 。 
证 由 推论 25.1 知 ,可 取 适 当 的 w, (x) 作 “ 相 似 变 换 ” 把 欲 证 的 左 端 变 
成 右 端 。 但 由 命题 29.1 MH, Ca, DA; (a) | EK,R=C(St(R)), ALE 
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端 在 此 变换 下 不 变 , 这 就 证 出 了 OH, (a,5)h, (a) ”与 i,j HK, ER a,b tE 
一 确定 的 。 L 

由 此 命题 可 给 出 人 ,的 如 下 定义 。 

定义 29.2 it RE Xing.a,b € R ffi 1--ab—- aC R' H ab=ba, Œ X 
Dennis-Stein 符号 

(a,b) = H,(a,b)h, Ca 一 

由 此 定义 可 得 

命题 29.4 i RE Ring,a,bER (di 12-ab—a€R' H ab=ba, YER’ 
使 ay= Ya , pti 

(1) (aY `, Yb) = (a,b) la, Y) BD 

(a, Y} = (a,b) (ay | ,Yb) = (aY | Yb) (a,b); 

(2) (((a,Y)lay-—Ya,a, YER’ YE lab) la, bE R 1-F-ab€ R^ ab 
=ba}), Aik RE CRing 时 ,{,} 生 成 的 群 (K;R 的 子 群 ) 为 (,) 生 成 的 群 (也 
是 KR 的 子 群 ) 的 子 群 。 

证 (1) HERA, (WH =w, (uw, (一 1) ,a 二 Bp, 用 推论 25.1 可 得 

ho, (DH labd ha N 
= hy, (Pra C 4 Yx la) rab) ty) (aa h (Y) 
= Ta (— 0a x (aX) x, (Wr, (一 az a) 
= HaGY Y) (6) 
ha OD hy lha N = hyp Y Jhi Q7 
{BH (a,b) K,R=C(St(R)), FË 
(a,b) = ha O0 (Ga bh OD 
= hy, (Y) Hy, Gb) (a) ha (1) 
= ha 00 Hy, labh 0) * hy, (Why, (a) ACD) 


uH Ca’, Wh (Y Yh Cay) 


= (ay ,XY Ja} 一 《用 《,，》,{，,)} 定义 ) 
= (ay Ww) {a,x} 


这 就 证 出 了 (1)。 
(2) 注意 a 二 1 十 (a 一 1)，1, {a,7) 二 (a 一 1,1，》“"((a 一 1)7Y ! ,7) 即 得 。 
L 
对 于 {,} 与 (,) 的 关系 ,我 们 有 


命题 29.5 设 RERing,a,pER 使 1 二 ap=aER' H ab— ba , Wil 
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1, b=0 时 

(1) aba bCR 时 
u 1, a 二 0 时 

(2) abs a, a€R: 


证 (A) O=0 hf, ,a=1, FE 
(a,b) = H,(a,0)h, (1) 
= H, (a,0) 
= x; (0x, Ca)Z (0)x, (— a) 
=] 
(B) b=1 时 ,a 一 a 一 1， 
hy, (a) = wp (@) Wy (— 1) 
Ly lara (— @ OG; Gor, C- 1) x, (1) xy (— 1) 


= xi or a ra 1)r (1) x (— 1) 
H,,Ca,b) — H,,(a.1) = H,,.(a—1,1) 

= x4 (~a Jx (a—1) x, (I)re —1) 

= 1, (—a)h,(a)x,,(@ ) 


因此 
(a,b) — (a, D = Hi,(a, Dhs(a) 


X (— oh (a) ra ha) 


As FR (— a)x,,(a(a ) * (a4) ) 


= 1,.(— a)x,,(a) = 1 
(C) 由 命题 29.2(1) 知 H, (a,b) — H,C—b,—2a) |, BAH 26.1 
AA, (2) —h, (a), Al 
(asbyh,,(a) = ha (3)  (—b.—a) = hp la) lb, — a) ` 
| 
hi, Ca) ka, b) 
T EQG.b)-—O-b,—a) 。 由 此 知 ,a 一 0 时 


(a,b) = (—b, —a) = (—6,0) ”一 一 1] = 1 
(A) 


(D) bE R' 时 可 邻 7Y=b5 。 于 是 由 命题 29. 4(1) 知 
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UL 一 一 


(ay ,MW) = Sash) (a. Yi = tabo (a,b. } 
| 


(ab ,1) == 1 
因此 
(a,b) = {a,b} = {a,b} 
(E) aER' Bl —a€ R^ ,由 上 证 之 (C),(D) 即 知 
(a.b) = (— b, —a) = la, — a} = (— a.a] 
由 上 证 顺便 得 到 


推论 29.1 X RE ving. a.b€ R.ff 1tab=a€R° H abba , HI 
(0, +b) = Ck a,0) = CEka, DD = — 1, +b) = 1 

因此 h, (=H, (u-1,D,VueR Jj. 

compas Se ard P dg. 

命题 29.6 iz RE ing. M 

(D (a,b) =(—b, —a) 4 a, 5€ R ff 1-Fab€ R^ H abba 时 | 

(2) (a b) (a.c — Gab cd bac) , 4 a.b,c€ R ff l+ab,itacER , 
H ab=ba,ac=ca 时 ; 

(3) labe) G.ca) ab) —1, %4 a,b,c ER 使 1+abcER' H abc=bca 
=cab 时 。 

证 (1) 已 由 命题 29.5 之 证 中 的 (C) 给 出 。 

(2) jg a 1-Fab. Y—1-4-ac. ll] ay=1+alb+e+bac). TA 

(a.b 4- c 4- bac)h,, (ay) = Hy lasb + c + bac) 


i Hie (a+b) He (ae ac) (7) 


MD, PHA TAF 
H Caa ,ac)= x4 (一 ocY xy (aa) 
Ho, (AC) Ly. C— aa '(1+acaa’)') 
再 注意 到 


1 、 一 1 


— aa (1 十 acaa ) 


—— ga (1 一 acy aa | ) 


一 1 -1 =l 
—— aa 十 ac aa 


1 


——a(1—cY aja 
=— ay a 
则 由 命题 26. 1(5)( 取 w= ha (a) ) 得 
H, (aa ac) = x4 C— ocY xy (aa )ra (AC) xi; C— aY a ) 
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= (hy, (a) x5, (一 cy Jha CQ)" hoa) Xi Cadha a) D 
(hy, Ca) ra COR, Ca) ) (Ay, Ca) xy, (— aY | hy (a) ) 

= hj la) xn (— cY typ (A) xy cr (— aY ha (a) 

= h,,(@)H,,(a,c)h,,(a) 7 

= hy, (a) (aschy COR, (a) 


= (a.c hg Gh, 00h, (a) 
(注意 (a sC) c K,R=CcStCR)), 


因此 
(7) 4¢ = (a,b (asc) hy Cha Cah 00h, (a) 
= (a.b) asc hy Cah, (Ya Jh (a) 
= (a,b) Ka ,c)h,, (ayaa Jh (aor!) 
(EX hy, (0 = AD = D 
= (xe (abc bac)h, (ay) 
这 就 证 出 了 (2)。 


(3) 由 命题 29. 2(3) 已 知 H Gab H4 G,caYH,, (a,b) —1 
A 6 二 1 十 abc ,注意 abc=bca~cab, i| 18 
(c,ab hs (8) (b, ca) h,, (8) (ab)h, (CO) — 1 
HT 都 是 StCR) 的 中 心 元 素 , 于 是 有 
(a,bc)(byca)(c,abvh,, (0)h,s (Oh, (0) = 1 
但 由 $26 式 (2) 知 hy GO Sha (WA, G0 ,因此 有 
hs (0)h,s CO) h,, CO) 
= (hy, (OVA, (8))(h,, (Oh, (90) = 1-1 =1 
这 又 证 出 了 (3)。 L.] 
为 方便 下 面 的 讨论 , 先 给 出 如 下 定义 ， 
定义 29.3 ik RE Ring, VW 
生成 系 : {{usv}lu,vE€R° A uv= vu} 
RAB: (uuv) = {u,v} {u,v} 
{Uy Up 90) = v) Use s) OXIETE)CV uu, ECR’ A uv;=v,u,), 
{usl—us=1, Vu.l—uCR' 
确定 的 Abel 群 , 记 为 MGR). A 
生成 系 : {la,b)la,bER 有 1+ab€ER' ,ab—ba) 
关系 集 : (1)(a,6) 二 (一 b, 一 a) (Va.b€R B 1--ab€R' ,ab=ba) 
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(2) lab (a.c) — (abi+etba (Vab,c€ERH 
1 十 ap,1 十 ccER ,ab=ba,ac=ca) 
(3) (labc (bca lcsab)=]1 (Va,b,cER A 
l+abcE€ R' ,abc-—bca— cab) 
确定 的 Abel 群 记 为 (MG)(R)， 
对 于 域 R, 我 们 可 证 (注意 这 里 的 (,) 未 必 是 定义 29.2 给 出 的 ,不 能 直 
接 用 命题 29. 5) 
定理 29.1 设 R 为 域 , 则 | 
K; GO = MGCR) = (MG)CR) 
证 ”由 Matsumoto 定理 知 K,R 二 MG(R), 下 面 只 需 证 MGCRO — 
(MG) (KR), 分 如 下 几 步 进行 证 明 。 
(1) V {u,v} E MG(R), Ajik uAlCu=1 AY {1,v}=1) , R y—v,r—— 
(l~u)v WW I--ry—uC€R' , 按 命题 29.5(1) 作 同 态 
f: MG) CR) — MGCR), 
, p=0 
a,b). bzgzEO,H Pa 1 十 ab(E€ R) 
MW /zyy))= 一 人 十 zy y} = {usv}. Wih FRC). BA f 为 完全 确定 的 
群 ( 满 ) 同 态 。 
(2) (Ca DI RRR), 2， 37 可 由 它们 在 了 下 的 象 用 MG (R) 的 关 
系 集 导出 。 
事实 上 ,可 直接 检验 (为 简单 起 见 , 将 Gry) — {u viH y) = 
{usv}): 


1 
(a,b) > 


l,a=0 或 0 一 0， 
(1? (a,:6)(-—-6,—a) = =] 
lab} las —a)-— (a, —ab}=1 
(2) a=0 fla, b) (aso ={1,b}{1,c}=1 » 1=1=(a,b+c+bac) 
b=0 ff (a,b) (a.c) —1* (asc) = (asc) =(a,b+ctbac) 
fa] FB c—0 BY OD RE, 

FR abc#0, fili 

Cab) larc) ) = (c, — aY b. — a) 


= {l+ac,—a}{1l+ab,—a} 
= {(1l+ac)(1+ab),—a} 
{ltatb+c+ bac), — a) 
(— (6+ c+ bac), — a) 


] 
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= (a,b +c+bhac)” 


即 (2) 成 立 。 
(3) H a=0 3 b=0 R c=0 时,(3) 显 然 成 立 。 
当 abcA0 BI (GE RE R 为 域 ,a,b,c 对 乘法 是 交换 的 ) 
(ap (ac)(c op) 一 1L 十 abc (1 abc ac} {1+ abc ab) 
— {1 + abc, (abc)? } 
= {1 +abc, — abc)! = 1? = 1 
(3) GA A,B(MG)(R) 生 成 元 之 积 ) € (MG) (R), {E FCA) = fB), 
BB fCA)f(B) ”=1, 由 上 证 知 AB 二 1((MG)(R) 中 ), 即 A=B, Bill 
AS f 为 单 同 态 ,因此 为 群 同 构 。 C 
ENEA (HUB ¢ 是 证 ;MG(R) 的 关系 集 可 以 通过 这 个 g, 
由 (MG)(R) 的 关系 导出 。 从 而 断言 g 为 群 同 态 , 因 此 f 为 群 同 构 。 
注 中 ”不 难 证 明 , 作 为 关系 集 , 定 义 29. 3 中 的 (1),(2),(3) 等 价 于 (1)， 
《2》,(3》” ,也 等 价 于 (1),(2)’, (3)”, 其 中 
(2》::(ayc)(,c) 一 (a 十 5 十 acbycy; 
(3y: (a,bc) = (ab,c) (lac, b); 
(3): (—absc)(~ac,b)(—bc,a)=1, 
W^ arid (a,b), = a,b), Ya, bER Af 1—abER’ ,ab 一 ba, 则 可 证 : 
(151: (a,b), =(6b,a),; 
(251: (asb) (asc); =(a,b+ce—bac), ; 
(321: Ca, bc? (6,ca),(c,ab>,=1, 
TE PERTHE: 
1. 设 尺 为 交换 局 部 环 , 则 
K,R = ({(a,b) |a,b€ RH 1+ab€ R}; 
因此 为 (MCY7 CR) BO TREE s 
2. BR ARH I RH ICTR), S=R/1,8 
K,S = ((S' ,S' 3» gk 
K.S = ({(a’,6') |a b E SH 14+a’b’ ES} 
时 , 
KR = ({(asb) |a,b€ RA 1+ ab € R'3) 
因此 为 (MG)(R) 的 商 群 。 
事实 上 ,还 可 证 ( 见 Silvester,19811): 设 R 为 半 局 部 环 且 R'ExG( 比 
如 民 为 交换 的 半 局 部 环 ), 则 K,R=({R' ,R' 3), 
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30 ”局 部 环 的 K: Bf 


局 部 环 的 最 佳 性 质 之 一 是 : 不 在 其 极 大 左 ( 右 ) 理 想 中 的 元 素 均 可 逆 。 
在 这 个 意义 下 来 说 ,局 部 环 是 最 接近 除 环 及 域 ( 它 们 的 极 大 理想 为 0) 的 环 
类 ,在 定义 H Ca) R Gi DO BIABSESR BAR TE" 1-Fab€ R' ”最 容易 满足 。 事 
实 上 ,我 们 可 给 出 下 面 更 一 般 的 引 理 。 值 得 注意 的 是 , 5| EP R 的 Ja- 
cobson 根 J(R) 中 的 理想 工 常 被 称 为 根 理想 (radical ideal)。 事 实 上 这 与 通 
常 定 义 的 根 理想 是 不 同 的 。 通 常 我 们 定义 R 的 理想 了 的 根 为 
JI = 


IC PE Speck 
(对 交换 环 RO 24/1 = 工时 称 工 为 根 理想 ,这 是 代数 几何 中 的 一 个 重要 概念 ， 
显然 素 理想 都 是 根 理想 ,V0 常 被 记 为 N(R) 称 为 R 的 素 根 (一 切 素 理 想 之 
交 )。 可 以 看 出 ;N(R) 必 JCR)( 一 切 极 大 理想 之 交 ), 因 此 常 称 N(R) 为 R 
的 小 根 ,而 称 J(R) 为 RR 的 大 根 。JCN(CR) 时 ,VI 二 1 了 ,TCJ(R) 时 未 必 有 VI 
二 TJ。 同时 Y= 了 时 也 未 必 有 1 己 J(R)。 基 于 上 述 现象 ,我 们 将 不 称 JO) 
中 的 理想 为 根 理想 (虽然 本 书 上 面 多 次 用 过 这 种 理想 )。 

引 理 30.1 设 REz>ing,TqdR 且 JECTCR), 则 当 aET 或 ET 时 1 十 dB 
ER. B. 34 R Ar SERA CIE — BU ZE CRGO HERB Ug m) 时 ,a€m 或 bEm 
Bl.l--ab€R', 

证 ”注意 aE€71 或 5ET 时 abE ICJC(OO,BIA 1+adER’, C 

定义 30.1 i REFing, Id R, 记 St(R) 的 子 群 

ZQ(qR.D = (H,(a,b|iszbj,a€ IL,bC Rífil--ab € R^», 

=(R) = ~(R.R), 
显然 有 

命题 30.1 i RE Ming, IIR H ICZJ CR) , W 

Z(R.D = (H, (1,R) | iz j), 
X R HARR EMI LR war. 
定义 30.2 i RE Ring. I R, 记 St(R) 的 子 群 
SD = xD | i Æj), 
St(R, D = Ker(StCR) > St(R/1)) = KerSt(z), 
其 中 rR - >R/T 为 标准 环 同 态 。 
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我 们 来 证 明 

命题 30.2 设 RERing,14dR, 则 

(D SR, D= Dr [x€ StCR)}) 4 StR); 

(2) =(R,D<St(R,I), 

St(D<St(R,I); 

(3) Z(OR,D(GGA€SIt(OD |ASECDAh ! S St) = Ng CStCD ) (S(T) 
在 StCR) 中 的 正规 化 子 ); 

(4) SCD ACR. D=ECR,LDStCD<St(R.D, 

证 (DmStHUR.DfSsE X ACGStEDr |r€St(R)DcSuR,D, 

另 一 方面 , Y.y€E St(R,1),y 可 表 为 


y = T;, Ca E Caz errr 


(ay ) 


Jk 


于 是 


Fo Jo 
其 中 a =2(a,), HER St(r)(y) 一 St(r) (wyw!), Wwe WOR). WE 
St) (wyw ') = x; , (0) 


St Cy) = Tij CHER (az ) AN (az) = l, 


FEMA acl 
wyw” = Tij (a) 
由 此 知 
y = W Xi (aw € ({28t( Da” | z € SER)» 
这 就 证 出 了 (1)。 
(2) 显然 有 St( 了 1 过 StCR,T)。 下 证 于 (R, 了 过 St(R,1)。 SE E, H,， 
(a,b) € COR, D, Apac, id a-—1-2-ab,8—1-F- ba , Wil 


StGOCGH; (a.b))= x, C- ba) xz, GO x, G2) x, (— af) 


TTC ba )x, b) 


= x,((1—2a7)) = x, (b — (0 — af ` b))) 
= x, (baf b) = zx, 0) = 1 


因此 (2) 成 立 。 
(3) 由 上 市 命题 29. 1 知 , Yh€ 三 (R,1) 都 是 对 角 元 ,因此 为 单项 元 ,于 
是 
ASUDA CSD, 
h St(DAC SUD, Vh € -(R,DD 
由 此 即 知 


AStCDA = SCI), Vh € =(R,]I) 
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这 又 证 出 了 (3) 。 
(D 由 (2),(3) 知 ,StCR, 了 7) 的 子 群 StECD 5 ZO DWE 
StD EOD = =(R,1)St(T) 
因此 (4) 成 立 。 C 
加 一 个 条 件 “ICJCR)” 可 将 上 命题 的 (4) 变 成 等 式 。 即 
命题 30.3 i RE Ring, Id RA I 和 J(R), 则 
SR.) = SD Z(R, D = ER, DSD 
因此 St(1) ISCR, DE 
ECR, D ~ SR, D/S I). 
证 由 命题 30.2(4) 已 得 
St(R, IDD) 2St(D Z(R,D = ER, DSt) 
绸 来 证 明 其 反 向 包含 关系 。 由 命题 30. 2(1) 知 ,只 需 证 
Ty CaS Dr, la) CSD ECR, D, Vac RUF; (1) 
BOerE, VOCE, ICT(R) AM a—1-4-ab,B—1--6a€ R^ , FE Stein- 
berg 关系 
xy (OD, k Æj l Æiłf 
Xi, (a) xy, Cb) x, (a) = Ky (ab) xy Cb), kc j,l47hf 
r,Q,C— ba)x,(), RAL 一 7 时 
Xi (Ax, (bz, (a) = x, (ba) H, (a,b) x, (a8 — a), 
ap —a = alf —1) 
B 一 1 一 po a 
bo ET, 
即 得 (1) 。 
这 样 ,就 证 出 了 
SCR, D = St D (R, D 一 工 (RDDStCD) (2) 
又 由 命题 30. 2(3) 知 


oe! le [maf ael 


ECR, D © Nap GtOD) 
而 St DEN (StCD 7) 是 显 见 的 。 因 此 由 (2) 知 
MCD ISCR, I), 
St(R. D/D ~ R.,D. C 
仿照 3 10, §26 中 TOO, T' GO BJ XE 3L BEZA tH 
定义 30.3 it RE Xing, it 
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TCI) = TCR) N StD = (fx, (a) | i & j,a € ID, 
TD = T(R) N SD = ({2, (a) |i >j,a €l). 
ERS VAC HR DREN fou x w aS BR Mi 26.1), MER, 
1 的 定义 立 得 
命题 30.4 iU RC€Ring.I« RJ 
(1) XX(R,DCN,GQOIGDSUCSICRIATODA ! - TCD), ECR, 
Dc Nau (T OD; 

(2) TCDTOD ECR, DCStR,D. 

加 条 件 “ICJ(R)” 可 将 上 命题 中 的 (2) 改 为 等 式 。 即 

命题 30.5 i RE Ring, IAR H ICCJ(CR)。 则 

SCR,D = T'ODTOD ER, D 
证 由 上 命题 (2) 知 ,只 需 证 
SCR,D CT (DTS QUI 
记 右 端 为 X, AKASH Y=T (ROTC) =(R,1) , 则 XCY, 

HStCD MARA (zr, (GO liz ja€ SCT (DTD (注意 不 能 由 此 断 
BSCDET (DT DDS HM 30.3 中 的 StCR,D=StCD=(R,D=H8 
(RDD, Wu A (SER, DWAR A}CXCY, 

下 面 先 证 

(1) St(R, DEY. 

Wik), RSS EY * (SER, DHARMA) CY, ME 

YT'(R) CY (3) 

YT(D CY (4) 
(注意 由 了 WENDY OR, D CY 是 显 见 的 ,因为 五 (及 ,站 为 群 , 从 而 对 乘法 
HM). SE, H 

[x 00x, , D] =2,,(a), Vi rz2,.cR 
知 
T'(R) = (tz; (a) | a E€ R,i > 2}) 

(注意 1€ 了 ,不 能 由 类 似 地 方法 得 OD (ix; (a) |a€1,i2}), AE 
ER T (R) 而 不 用 TOD). ERECT CR) LET) ACER). SIE 
BH 

thr, (a) € Y, (5) 
其 中 ;< 时 aE ij 时 (可 令 j=i—1),a€R 即 得 (3),(4)。 

注意 到 T(R), ER, DEER., h Y WE Yh =Y, (AW 
对 角 元 ,对 应 着 恒 等 置换 ,因此 ,可 记 

300 


第 六 章 Ks 群 的 计算 与 应 用 ( 3 30) 


hz, (ah = x,(0). Hac IB b € Lac R 时 当然 6 c R. 
于 是 ,如 能 证 出 
tr; b) E Y= yh VOC li cj:-5bcRjg-i—1 (6) 
则 (5) 即 证 出 。 
由 命题 10. 3 之 证 可 类 似 地 看 出 
TCD = ({C,(a) = x, Caio x, Cag) (Ca 1) | rz 2, 
a = (aisa 1) E P» 
分 三 种 情况 来 证 (6 ) 。 
(A) r<i 时 ,显然 有 
C, Ca) x, (b) = x, (b)C, Ca) 
(B) r>i fy, 
C.Ca) x, 1 O) — xz; OT, Ca, er), (aL, Ca; — ba 07 
(Ca 4) 
= zi 02€), a € I7 
(C) 7 一 时 ， | 
C, Coo x, Cb) = zla) xr; 2, (a; 221,4; (a5 40x; O) 
= Ty lai) Toz, (a; x; (bey 0H, (3, bx, (a BL 
(其 中 ol 一 1 十 ap 一 1 十 如;) 
= x, (a Gn Gai nia Ca, bay eC Ee; lano) Eo 
(a, 5021  )) ri m aL 五 (Ca , 45) 
= x; (T 0C, CI) C, Ca) H, , Ca, , 5b) 
GE rh o" € Te € D), 
HCA), (B), CO 
tr, (b) = x to 
其 中 e€cR.ueTODSOG.D.BIEb e, 0EY, YDER., Æi<j,bEI 
时 ,由 于 zy (OE TCOD, AW 
tr; (00 € TU) CY 
这 就 证 出 了 SER, DOY, 
(2) 由 SIR, DCEY M, VucStIR Du n] X 
u=tth, € T(R), t € TODA € SRD 
由 于 TD. ER, DRE tR, DTE, A 
t = uh t? € SR,DATOR) 
= Ker(T’(R) — T(R/D) = TĦ) 
301 


fX K 理论 


由 此 即 知 uc X. Bl SER, DCT'ODTODEGL, D, ,从 而 命题 证 毕 。 口 
作为 上 命题 的 应 用 ,我 们 给 出 如 下 的 推论 。 
推论 30.1 i RE Ring, I4 RA ICI(R),x:R——>R/I 为 标准 环 同 
DM 
Ker(K;z) C E(R,D), 
Ker(K: r) = KRN =(R,D. 
证 ”容易 看 出 Ker(Km)=K:RNAStR, D), Ale Edi Bim. Vue 
Ker( K;70 ,u 必 可 表 为 
u=tth,?t € TOD, t€ TOD, h € E(R,D 
由 uC KR Al 
1 = Pu) = F(t’) PCL) F(h), 
HP $:StCRO—ECRO W Steinberg 同 态 。 于 是 
P(t’)! = PODEC) 
注意 此 式 左 边 为 下 三 角 和 矩阵 (对 角 元 都 是 D ;右边 为 上 三 角 和 矩阵 (对 角 元 都 
是 1) 与 对 角 和 矩阵 之 积 , 因 此 是 上 三 角 和 矩阵 ,于 是 上 式 两 端 三 矩阵 都 是 对 角 
矩阵 ,但 此 三 矩阵 又 都 是 初等 矩阵 (E(R) 中 元 素 )。 所 以 有 
P(t’) = $(1) = $0) = I 
由 此 知 


t € T(R) f) KR. 


BB 上 和 1。 同 理 知 上 = 三 1。 因 此 u=h€ -(R,1I), Vu€ KerCK,z) , Bll 
Ker(K,7) C -(R,I) 
于 是 KerCK; x) C KR f) ZCOR,.DCK;R(|)StCOR, D = Ker(K,7), A Ker 
(Km =K RAER, DD., L.] 
推论 30.2 ERC Ring, IGRA ICJ (R), S=R/1, A234 K, Scc 
CSOBf,K,RCC ZR), 
证 ”对 标准 环 同 态 R -~R/T, 显 然 有 群 的 满 同 态 
StCD :StCR) —>St(S) 
先 证 诱导 出 群 的 满 同 态 
HOD =R) — ECs) 
事实 上 ,Yrx,y€ S, 若 1 十 zy€ S , 则 由 x 的 满 性 知 必 有 a,bER 使 x(a)= 
TAO)=y, xr 1+ab)=l+ry€S° ,但 1+zxzy=6+1,6ER' ,又 
Kerr = IC J(R), 
l+ab €6d+1, 
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因此 1 十 abE€R', 即 
ZGOCH,(a,b)) = H; (rx,y) 
由 此 即 知 二 (7) 是 满 的 。 
再 证 K,RO=(R), (ER uc KR, 
K,(@)(u) =u € KSTZ ECS) 
由 上 上 上段 所 证 三 (7) 的 满 性 知 , 必 有 h © 二 (R) 使 二 (x) Ch, =u, HER Str) 
laen SEn), XA St(w) GO = StGO (h,), Ait 
uhi, € St(R, I) = Ker(St(x)) 
于 是 由 上 命题 知 , 有 tt ET ODE TODSGACHRLD GE 
uh, = t th 
Bl u=tt Chh), AP AA, CHORD ECR) = ECR) BAAS. 
由 w€ KsR 知 ,$(w) 二 8(114hh) 二 1, 用 上 推论 后 半 段 证 法 即 得 1==1,7 
=], AE u=hh € :7(R)。 这 就 证 出 了 K;RC=(R)。 C 
用 上 推论 于 局 部 环 , 则 得 
推论 30.3 设 民 为 局 部 环 (未必 为 交换 环 ), 则 K)ARCIÉEQ()D. 
证 由 尺 为 局 部 环 ( 非 可 逆 元 对 加 法 封闭 ) 知 S=R/J(R) 为 除 环 。 由 
上 推论 知 , 只 需 证 K,SC=(S)。 
事实 上 ,由 命题 26.4 知 , 对 除 环 S. 
K,S = CCS) = ({ {u,v} | uv = wu,usv € S'}) 

又 由 引 理 26.2 知 CCS)SH(CS)。 另 一 方面 ,VxES' 由 推论 29.1 知 (一 
1.D-—1,m(a.5 —H,(Gi DA, (a) | ,a—lcab,ld-(u—1)*1—u, FE 
h,(u) = HjC(u—1,.1) € =(S) 

由 此 知 HOS) (CS), EX 
K;S = C(S) cC HS) € ECS) C) 
由 8 26, 我 们 已 经 知道 ,对 RE Ring, 
CCR) = KR (| WCR) C H(R) C WOR) 
因此 
C(R) = K;R() HCRD 
对 R 的 理想 了 可 给 出 更 广义 的 
定义 30.4 设 RERing,1dR, 定 义 St(R) 的 下 述 子 群 ， 
H(R, D = (ih, (u) [i ju ER Hou = 1(mod D», 
C(R,D = K;R(| HR,D, 
H(R) = HCR,R)， 
C(R) = C(R,R), 
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容易 看 出 HOR), CCR) S5 $26 的 定义 是 一 致 的 , 且 可 证 HR DIER, 
1 )。 男 一 方面 ,容易 直接 验证 如 下 结果 : 

命题 30.6 设 RE?ing IIR, M 

(1) COR. D=H(R, D 1 Ker(K (7)), 其 中 x:R ->R/T 为 标准 环 同 


AS ; 
(2) CCR, DCECCCORD f|SER. D; 
HOR, DCCHCGRD f| SOR. D, 
注 @ ”一 般 地 ( 见 下 例 ), 上 命题 (2) 中 两 式 不 是 等 式 , 即 
CR, DECR) N StCR.D 
HCR, D & HOR) N SCR, D 
例 1 i R=Z,1=3 2Z,S=R/1=Z, kat K,(S)=1。 
(—1,—1) € C2) N St(Z,3 2 C HOD N St(Z,3 2) 
但 
(iu € Z | u= l(mod 3 2)} = 1 
因此 


C(Z,32) = HCZ,32) = 1 
下 节 中 我 们 将 证 明 : 在 K, Z( 因 此 在 St(Z) 中 {一 1, 一 1} 关 1。 因 此 上 命题 
中 的 (2) 不 能 改进 为 等 式 。 读 者 可 去 研究 :对 什么 样 的 理想 了 ,它们 成 为 等 
X? 
f B8 5| 38 26. 2 与 命题 26. 2 的 证 法 又 可 得 
命题 30.7 UE RE Ring, IAR, M 
(1) HOR,D-—((h,G0|izl.u€ R' A u-1Gnod D)»; 
(2) M RE Ring Hj, 
COR. D) = ((lu.vi | usv €E R H u,v = (mod D», 
仿照 定义 30.4 又 可 给 出 如 下 定义 。 
定义 30.5 设 RERing,14R, 定 义 St(R) 的 下 述 子 群 
Z(R.D = KR) ECR,I), 
CCR) = C(R.R). 
由 此 定义 与 推论 30. 1 立 得 
推论 30.1” 设 RERing,I1dR H ICJGO,zi R —R/I 为 标准 环 同 


AS , 则 
Ker(K,7) = CCR,1) 
注意 到 由 上 和 定义 知 


UCR) = CR) {| K,RCOCFK,R 
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于 是 由 推论 30. 2 又 得 (注意 下 面 的 条 件 K;, SC ~(S) 等 价 于 KS 二 ~(S), 因 
WHoOCS)EK,S), 
推论 30.2/ iF RE Ring, IIR HA ICJ(R), w S=R/1I, Wy K; SCcZ 
(S) 时 K,R=2(R), 
由 此 结果 与 推论 30. 3 立 得 
定理 30.1 i RAHM KRSR). 
对 交换 的 局 部 环 , 我 们 将 得 到 更 好 的 结果 ,为 此 先 考 察 (R,T1) 的 生成 
系 , 即 证 
命题 30.8 设 REzing,TqR, 则 
XR, D = (a, | a,6 C RA 1--ab € Ra € 1)» 
WE (D ÆW. labd las bER B 1-3-aà6€ R' ,a€ IDCCZQ(QR, D, * 
a,b€ R,a-1--ab€ R^ ,a€ IW] 
H,,(a,6) € ER, D 
h: (a) = H,,(a—~ 1,1) Eie 29. D 
a—l=aeEl 
因此 
h(a) € ZOGO,D 
由 此 知 (注意 ,由 命题 29. 3 Al Ca Do fag Spa] BL i—1.,j—2) 
(a,b) = H,,(a,0h,, (2) ^ € ER, D f| KR = COR, D 
(2) FRIED (CR. DE lab) la, bER H 1--a6€ R^ ,a€ 15, 
在 H,Ca,D) - (a, D) h, Ca) CH P a=1+ab) B (a, b) € K;SR—C(St 
GOD, BUE Vw€ COR,D—K;R()ZO,.D.W 可 表 为 W= 二 wh, 其 中 
u = [[ia-5»5.a, € I,h € HR,D 


于 是 
h = wu | c K,R () HOR.D = CORD 
但 由 命题 30.7(2) 知 ,h n] 3e Oy 
h—[[te.8):,,.8 € R Ha ,ß, =1(mod D 


PM 


iE a, — Ca, — DS JI Hap, =a a, ET。 又 由 命题 29. 5 ERE B, C R^ ,得 
(a. B) = (Ga. Bos Vj 


1 十 aiB =a, ER 
由 此 知 A€ ({¢(a,6)|a,b6ER A 1+abdE€R’ ,a€1}), KH w=uh XI. C2) 4 
欲 证 的 包含 关系 成 立 。 E 
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由 此 命题 与 推论 30. 1 ,并 注意 1 十 J(R) 己 R' , 立 得 
推论 30.4 i RCCRing.I 4 R H ICJCORO id zi R R/I 为 标准 环 
同 态 , 则 
Ker(K,2) =(((a.6)la,b€ R,a€I}) 
推论 30.5 ix RE CRing, IR H ICJ(R),S=R/1, 同 时 
K,S=({{usv}lu,vES° }) 
或 
K,S=({(a’,b)|a’.6ES H l-cab'€S' ». 
则 
K,R = ({(a,6) |a,6€ RH 1+ab € R'}), 
证 ”由 命题 29.5 AT u,vc R^ ,1 十 (4 一 1)yv v= u, Aw 
{u,v} = (u—1Dv',v 
FÆ K,S=({{u,v}lusvE S At, Ks SCE({(la’ 6") la’. ES B 1lt+a’d’ 
ES'}), 即 K,S=({(a ,0)|la b ES HIH b ES HOER bN 
K:S)。 这 又 等 价 于 K2S= CCS) Cl dp 30.8, I— RO, Be HEI 30. 2’ 
Al K,R=CC(R), EI K.R=({(a,6)|a,6E€R BH 12-a6€ R^ 5, O 
由 此 命题 又 可 以 得 到 
推论 30.6 i RE DRing, 则 
Z(R) = ({(a,6) |a,6E€RA1+ab€ R'}), 
于 是 由 定理 30.1 与 此 推论 又 得 
定理 30.2 设 民 为 交换 局 部 环 , 则 
K,R = CCR) = ({{a,6) |a,6€ RH 1+ab€ER'}), 
tO ic 
ciu) = [hy (a) hi], Yusv €E R iF j,k, 
6,011) = 1,b a) € H(R), Vee R’ [R',R'] 使 
g(b,(a)) = a, Ca) = diag(a,l,l,-), 
a,(u) = diag(l.:.1.,u,1.,1.)2, Vu CR’, 
bla) = w,(—1)6, (aw, (—1)1, Vi 1l,a€E R',, 
d(a,B) = b (a)b, (b (Co ,Va,BE R^ ', 
e(u,v0) = cı Cusub (usu, VuvcR, 
tE coala, MEHR), Va, BER’, a, la)a; (Ma; laD =1, Ya, BER’, 
Al $C(dqla,B))==1, 因 此 d(a, D C K R, AS uv=vu Bf eCus,v)={usv}, 
对 于 任意 环 R, AGE: CCR) = ((e(u,v),d(a,8) |u,vE R^ ,a,BE 
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R'“)); 当 尺 为 半 局 部 环 时 ,KR 二 CCR) ,但 对 KR 二 C(R) 成 立 的 环 找 这 些 
生成 系 的 关系 集 十 分 困难 。1976 年 S. M. Green 在 [Green,1976 | Px RW 
除 环 的 情况 进行 尝试 也 未 能 成 功 。 
满足 K, RCHCR) 的 环 R 又 称 为 晴 环 (H- 环 ) ,这 等 价 于 KR 一 CCR)。 
比如 除 环 , 域 , 半 局 部 环 , 局 部 环 都 是 H 环 。 对 H 环 可 证 :有 和 群 正 合 列 
]1— K;R—U,—R' ’—1, 
其 中 Uj&—(Q(C QU ,RD)) 为 St(CR) 的 子 群 。 当 民 为 除 环 时 ,可 证 其 关系 集 
为 
o(a,l—a)=1,Vax0,1, 
ci (a8, y) = cafa ^ ,aya ci la, Y), 
cy Ca BY)ci CB, Yo) c) CF, af) = 1, 
显然 , 当 民 为 交换 H 环 时 尺 =1, 因 此 ,KR 一 UnR。 


3 31 2, 与 了 的 K: 群 及 相对 KK; 群 的 正 合 列 


如 从 周知 , 当 环 尺 的 特征 数 为 0 时 ,R 的 最 小 子 环 同 构 于 Z 当 环 RY 
特征 数 为 n 时 ,R 的 最 小 子 环 同 构 于 2Z, 圭 Z/nZ 。 因 此 Z, 与 Z 是 两 个 重要 的 
环 ,研究 它们 的 K, 群 是 有 意义 的 。 又 由 于 研究 它们 Ks 群 时 用 到 的 一 些 方 
法 也 是 有 用 的 方法 之 一 ,因此 本 节 中 我 们 专门 研究 这 两 个 环 的 K. HE. 

在 命题 25.2 中 我 们 已 经 得 到 下 述 结果 : 若 4tn, 则 K, Z 中 的 子 群 
(Za > Za }=1, FEX K: Z, 我 们 将 证 明 

(—1,—1)5 2 Z,,. A4A|nHB 
l, AY n BJ 
首先 注意 , 阁 记 的 标准 分 解 为 
n = 2° pr pr pr, 
其 中 pis pos Pp, 为 互 异 的 奇 素数 。 于 是 乙 有 环 的 分 解 式 
En = Loo CD Za CD Zy CD Op Zim 
因此 有 相应 的 K; 群 直 和 分 解 式 (用 定理 10. 3) 。 从 而 研究 K, Z, 归 为 研究 
K: 2 ,而 对 素数 p, 人 ,都 是 交换 局 部 环 ,其 惟一 极 大 理想 为 m=p7,. ¥ 
察 一 系列 的 环 的 标准 满 同 态 
Ze LZ g ->Zy-! o» >Z, CERE), 
则 得 一 系列 的 K 群 同 态 
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K: 
K, ZH Be K, Z — K, Zo — s+» K, Z, = | ( * ) 
由 此 知 ,确定 Ker(K; 有 ) 是 一 个 关键 问题 。 对 此 ,我 们 给 出 
命题 31.1 设 p 为 素数 ,k 宇 1, 是 
» 


f::Ž — Z k 
7 p "p 


为 标准 环 同 态 , 则 
=1, p»28555k-l 


(1) | KerC K; f?) 
| KerC K; f) | <2, p—2HBk-1 


(2) p>2 R1 BJ. Ko fi Ko Zp Ks; oy HRY, A 
Ko Zp cm Ky Zp ce = kK: Z 

证 ERI WR MR I RK BA m= pz = 

JZ), M 
Kerf = p'Zyj« SJ (21) 
因此 由 推论 30. 4 Al 
KerCK, f) = ({ lapt b) | a,b € zi» 
现在 ,分 两 步 来 证 明 
Ker(K, f) = ((p*. ph» 
CAD (cp. dp) =p po”, Vc,d€Z, 
事实 上 ,注意 在 环 Zy+! 中 p =0 (mod +), Vill. RNA 
(cp* CCp (cp* ,ep*) = lep dp? + ep* + dcep?*) 
=(cp',(d+e)p*), Ve.d,e€ Z 


因此 
Cep dpt) = cp’ , pt)” 
类 似 地 ,有 
(— pt, —cp*) — (一 p, — pty 
于 是 


(cp. p*) = (— H, —cp*) = (— pt, — pty“ = (p*, pt): 
这 就 证 出 了 (A)。 
(B) 由 
(ap*.b)<ap*.c) = (ap*,b+e+bacp*) 
= (ap*,(b+c) + bacp* + (b+ cabep™) 
(注意 p =0 (mod p») 


= (ap*,b+ c) (ap! abc p') Capt, bp c) Cp* , pty?” 


CA) 
= (ap! ,b4- c? (mod (pt, *)) 
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知 
(ap ,6) = (ap*,1)” (mod ‘pt, pt>) 

再 由 ap*,1)* 二 1 二 1 即 知 Ker(K, =p, p), 

BH A129. 6(3) PR a= p b= p c= p MA GER p> 
p' =p p'zx0 (mod p**')) 

(ppe P opp pb pe p =1 

Hi ERI: 4 871 BE CB 5? = 1, BB Ker(K, 2-1. 

WE k=1, 0] h 

Cp plp, — p) = (pp—p— p> = p, — p) = (p,0) = 1 
Hp. — p) =p p . XHia.5—O—6,—a) t 

(p. — p>) =p, — p>” 

FE (pp PS (p> PORNA 1 MR 2, eR] Ker(K, f)|<2, 48 


Pe 25 1 — 
(Psp)? = aa (PB) = 0 = 1 


l= (psp)? = (Op, p) = (p,p?) 
F  Ker(K, f) =1. 
这 就 证 出 了 (1)。 
再 来 证 (2)。 
设 p>, h ERER O ) 中 的 群 同 态 都 是 单 同 态 。 因 此 
Ke 2 = l, Vk >l 


由 此 当然 地 有 K: f RE. 
i p 二 2, 同 理 知 , 有 单 同 态 
K Za Kl, Yk>3 
iz p=2 H k=l, f: >. CARED) WA 
K: f:Ke 2, > K: Z =1 
因此 Ker(K; O0 —K: -,. (AA EWEEN KeK: f)| <2, HiE RHEE, 中 2 
——2,3— —1.9050(2,222,—2) =(2,1) (2, -1) =(2, D ,于 是 
Ks 7, = (2, — 1)) 
Me 1+2(-1)=—-1€. 2 (2, -1) EK, Za, V E22. A 
K; 24 = (<2, —1)),(2,—1)} =1, Yk>2 
且 当 K: Z =1 时 Kf AAM K. 1——..81Hb Kf ER. m 
Ie Al S81 时 K;f 必 为 同 构 。 L1 
由 上 证 明 顺 便 得 到 了 定理 26.2( 有 限 域 的 K 群 平凡 ) 的 下 述 推 广 。 
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推论 31.1 设 上 2 为 奇 素数 , 则 


K: L pp = 1, YA 之 1 
现在 可 证 下 述 结 果 。 
命题 31. 2 
=], 4 Kn, 
K; Z, Vn 1 


二 1 或 Z,， 41] n, 
证 令 守 的 标准 分 解 为 
n = 2° pil peo pie EP pis poets pn 为 互 异 的 奇 素数 。 
由 中 国 剩余 定理 (CRT) 知 
Za = Zr Q Za BZ eo Bo BZ yn 
于 是 由 定理 10. 3 知 
K: Z, ~ K: Z^ (QE, Zn OK: Zio Q QK: Zyn 
由 上 命题 之 证 知 Ko Z —1, 88 Z, ,Ks Za 一] ,由 此 即 得 证 。 L 
$558 31.3. iE n>l,n:Z ->2Z, 为 标准 环 同 态 , 则 
K,7:K, Z — K, Z, 
为 群 的 满 同 态 。 
证 由 命题 31. 1 之 证 知 
K; Z, = (<2, —1)) 1 
XBl142(0—1-—-—1€Z'442,—D € KZ. AK zx 为 满 同 态 。 
| = 
事实 上 ,更 一 般 地 ,有 
推论 31.2 TE K: Z,K; Z,,K, Z.K; =,K, C.K, FCF 为 数 域 或 0 的 子 
环 ) 中 ! 
(2,—1) = (—1,—1), (—1,—1? 一 1 
证 i R=Z,Z,,2,2,0R@ F.H 14+2(-1)=—-1€R' ,因此 用 命 
ER 29.5 即 得 证 。 O 
下 面 我 们 来 证 在 Z,& 等 常见 环 的 K 群 中 , {一 1, 一 1}( 即 (2, 一 1)) 都 
是 2 阶 元 (注意 ,可 证 ,在 K; 他 中 ,ord{ 一 1, 一 1}= 二 2, 但 在 K, 人 中,{ 一 1, 一 
l}=({i,-i}!=1), 
命题 31.4 (D TE K: 2 P{—1,—-1} 41, Bf ord(—1, — 1) —ord(2, 
—1)=2; 
(2) 者 有 环 同 态 £:R-S<2Q, ME KR 中 (因此 在 K, Z 中 ) ,ord{ — 1, 
—]j-ord(2,—1) 22; 
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(3) 记 R—(T€ MPAVIE M , 则 在 K,R 中 ord{ —1, —1} =ord(2,— 


1)=2, 
证 (OD 用 定义 27. 105 —2 时 ) 中 的 表示 法 
-1-2(0 DP, Hi-lj-k-o 
知 , 对 Steinberg 符号 ( ，)， 
(—1,— D; = (—D"7^5 =— 1 € A; = {+1} 
而 < 为 域 ,因此 ( ，} 为 泛 Steinberg 符号 ,因此 有 群 同 态 h:K, ZA. 使 A 
(一 1, 一 1)) 二 (一 1], 一 1):; 二 一 1]。 由 此 即 知 {一 1, 一 1) 关 1( 在 Ko 和 中 )。 
但 {一 1, 一 1)? 二 {1, 一 1)=1,{ 一 1, 一 1} 二 <2, 一 1), 因 此 这 又 等 价 于 ord 
{~—1,—-1]}=ord(2,—-1)=2, 
(2) 由 (1) 即 得 ,(2) 之 (3) 也 是 显 见 的 。 L] 
下 面 再 证 在 K: Z 中 ord{ 一 1, 一 1} 二 2。 为 此 先 证 一 条 引 理 。 


引 理 31.1 设 RR 为 交换 局 部 环 ,T 关 R ATR >R/I 为 标准 环 同 态 ， 

则 
Ker(K,z) = (tiu,vilu.vc R Hou =1 (mod D») 
证 由 推论 30. CHER I AR BY ICJ (R), EW R 为 交换 局 部 环 ) 知 
Ker(K,7) = ({(a,6) |a € 1,6 € R}) 

A OER , 则 由 命题 29.5 知 , la, b) —(1--ab6,0), VBR 1--abzs] 
(mod I), 

HOER WAR ARYA .a.6E€J(R)=m H 

(a,b? (a, 1) = (a,1l+6+ ba) 
但 R 为 局 部 环 ,5 十 ba€ JOR) ,因此 ,1 十 5 十 oaeER' 。 由 此 又 知 
(a,b) = (a,lt+64+0a) = {(ltatl+64+m),1+64+ £a ^, 


其 中 
1 十 ae(1 十 5 十 如 ) =1 (mod D 
1 十 0 十 如 €R 
1 十 a(1 十 0 十 了 ) € R 
s E BN 4S OKA [J 


命题 31.5 Æ K: Zs 中 ord{ 一 1, 一 1}=2。 
ü 记 R=Zw 二 {六 E212hn), 则 RR 为 交换 局 部 环 且 
R/8R 一 Li2)/8 Zt» CX Le 


代数 K 理论 
为 证 此 命题 只 需 证 {一 1, 一 1} € Ker(K, R-- K; R/8RD, 
事实 上 ,YuE€1 十 8R,， 
u 一 EE 


E niim Xn 


H2» Al n=1,3,5,7 (mod 8) ,因此 (通过 分 子 分 母 同 乘 适当 的 数 ) 可 设 n 
=] (mod 8), FE 
— nd — (0925 ntem, n+ 8m, n= 1 (mod 8) 


由 此 可 看 出 Gu- ); 二 1, 但 由 命题 31.4 之 证 已 知 ( 一 1, 一 1), = 二 一 1。 于 是 
由 上 引 理 知 ,{ 一 1, 一 1) Ker(K,R->K,R/8R), 即 在 K, Z —K;R/S8R 中 


{一 1 ,一 1} 关 1, 即 ord{—1,—1}=2, [] 
现在 可 以 完全 确定 K: Z, 如 下 。 
定理 31. 1 
K, Z = ({—1,—1b) >2Z%, 4A|m CR, K. Dennis) 
l, 4 十 2。 


证 由 命题 31.2 已 知 , 当 4+2 AK, 2 一 1, 只 需 再 考察 |n 的 情况 。 
又 由 命题 31. 2 VUE. RM n=2 k >1, ERA Ke Ze 一 2 。 
事实 上 ,由 推论 31.2 已 知 , 此 时 (2, 一 1 一 (一 1 ,一 1)}。 由 命题 31.2 X 
知 
K; Z» œ 1 38, 
又 由 命题 31. 1 之 证 知 
K; Z = ((2,—1» 
县 由 命题 31. 1 知 
K; 29 œ K; 2,41 m9 KZ. Kz, Z, 
但 由 命题 31.5 EWE K, Zs; 中 {一 1, 一 1} 为 2 阶 元 。 于 是 
K; Zot 2c Z, VRD1 [| 
下 面 来 研究 K: 二 ,在 命题 31.4 中 已 知 ordé —1, —1) 2, AZ < 
K, 二。 下面 不 用 [Rosenberg,1994] 中 研究 K, Z 的 同调 方法 ,来 证 明 Ke Z 
。 先 给 出 一 个 定义 。 
zu 31.1 设 RERing, 用 定义 10. 2 中 的 记号 St, (R), HM R=Z ff 
用 如 下 记号 : 
Ty =X, =x, (Ds = EMO V1Si,j<n iF), 
aX =a?( X) EE $(X) EE, (Z), Vac =Z", X€ SL CD), 
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(a,60)2,.=(a,atd); 
(a,0) x, =(atb,b), 
lal —la.l--lasl-*--la;l. Va= (la azs a, ) EZ”, 
HREL, 0,0), (0,0,2,0, DORE IE 262, A || 48 |) = 
1), 
w, =w, (D=2,27, ry Vdmidijzndmj. 
W=W,=W,(2). 
先 给 出 几 个 引 理 。 
引 理 31.2 we W,(Z),a€ Z”, W 
(1) flew = lal; 
(2) w=w, GEDWBIE. o Bw€ (01,0,7,00,:,(0,0, 7,0, D), 
证 $ w—uw,G0 xz u)r, Cu Ox, (u) uE ZB u= ct1,a— 


(ay sde "t T» ,由 | 


--1 
一 -一 eee u —H ti 
aw == (disa, sa, ere," e, 


一 1 


—u ti 
一 Ca, 929°? ,Q, 9°" . Qj d- ua, **,a,)es €, 


| 


(a; (ds sta, ~u (a; + uai) na, + ua, vt aueh 
— (ai .dg tt. — Ua, Ud, stan) 
注意 u= +1, ENS | aw] = lel BBC A SE. ARERR ORY, O 
引 理 31. 3(J. R. Silvester 引 理 ) i XE St, (Z), n=2, | X WHA x 
—gmg ngu RP we W, g Eiri lis). tE 
| Bei l| Bel Se < d Bein gs | 
证 ifm =1,0;= || Pei gee gj ||, ARV RM IZ, BI l<o Soe xL 
6, MS 4 二 k= 二 1。 否 则 , 记 
A == max{o, | e, > Baits 
u = maxi; | o, 一 人 全 Il)。 
按 字 典 序 定 义 (AM,A) 的 大 小 。 只 需 证 (注意 XIRA X—gmnmgeega EB 
见 的 ): 
(As) > (1.1) 时 必 可 用 Steinberg X RIEA, u) 严格 减 小 
Ga JI (Gu. 
于 是 经 有 限 步 即 可 得 证 。 
WCG WDS, DOLE pel, 8 fg 12,20, ,这 不 可 能 )。 若 g, 一 
z, l| nT £5 38 Zia A oy OR SHC 1.2). FRAB g& =2,. H g= 
xj ,注意 以 pe 代替 8( 用 引 理 31.2) ,以 w, w (ER ve DU XE 
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PX = Bei gore gn = (Bw) wgw 9 Go;guw; ) (ww) 
中 ,g, 二 zx; AB ra. Ak, RAMAN g, =r H 
Bgig,— (Gb.cs)c€cZ2 
Bgitg,, = (a,b—a.c,-20€Zz 
Hi JE AI "o, co," e |b—a|s|b| e 
la|<2|/6|HaxO0tf ab 0, (x) 
EN ESI uti 7 种 情况 (前 4 种 情况 为 E uti Be T BB uei 的 情况 ) 来 进行 
证 明 ( 下 面 的 人 均 表 士 1) 。 
CD gy. mad, ,6 一 十 1,j 之 3, 不 失 一 般 地 可 设 j 二 3 二 ,此 时 
Casb,c)g.4, = (asb oa +c) 
由 此 可 定 出 9 的 符号 ( 士 ) 使 jc| 盖 16a 十 c| , 即 0,290,,,. HF 


Bal cl 一 Xi X13 = X13 X12 2 
(a.b — a.c) —* (a,b,c) ——~ (a,b,0a +c) 
En Eul 


代 之 以 
(a,b—a,c) 一 一 > (a,b—a,0a -+ c) —- (a,b, ôa +c), 


则 o= || (a,b,c) | ÆR o, = || (Ca,b—a, a+c) | 。 显 然 c，, >c ,而 其 余 
相 邻 的 o. 间 的 大 小 关系 ( 因 都 用 到 gg,,, ,或 者 都 不 用 到 pup, ORRE, 
于 是 使 (4,w) y 。 

(2) 8 一 zi 人 2, 仿 (1) 进 行使 (4A,w) V. 

(3) gu SRS Th. 

0 二 一 1 时 gg 一 1, 消 去 后 当然 使 (14,w) V. 

ô=] AS TRE CIR S Ca b c) Ca ba c) ,从 而 


|b—a|Sib|>]b+a], 
这 不 可 能 )。 
(4) Bu = rå, (或 更 一 般 地 为 xh 51-23) ,此 时 
8 8 — ê Q6 -6 _ ô 一 人 
ti2 X32 = Zz Ti? = Tig X32 Tig = Gu XQ, 


(a.b — asc) —* (a,b,c) 一 > (a,b +à ,c), 
X12 X32 


因此 12| 之 1 十 6c| , MFE). D IMr: 
CI (a,b —a.c) —*(a.b—a--Óc,c) —*(a,b4-Oc,c), 


CI) (a,b—a,c)—-~(a,b—a, c+ 0a)—~(a,b+8c,¢-+6a)—>(a,b+ 


Jis X32 X13 


Ocsc) 9 
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Cl (a,b—a "Oatdc,b ad} (atedc,btoc, c) 7g Ca b 


Óc,c), 

ACDREËE N, TElb—al29|b—a--àc| REFA WY, 

FAC TL ARRAY ELICIT 1 et-98| TET (OS Y. 

ADREI. El al > latdc| RIE FO wy. 

PiERHaTRESLA—P MUA. SESC E. 15] | 5--8c | 可知 
blc) «0, 

34 a0 时 ,由 (x 2I abo, Auk a(00) 0, Ric] 29 1e-4-9al |a] > 
la--6c| , 

35 a=0 Wt. |/b—-al > |b—a+6c] (A 6(6c) <0), FE} b—al > lb—at 
6c|。 由 此 知 ,对 情况 (4) dA RE RCA, V. 

(5) gu = 一 zl 此 时 只 用 到 第 一 、 第 二 坐标 。 

(a,b —a) 7 (a,b) => (a + 0 5b), lal>la+®}, 


6 二 1 Bf.ab«0, 5 Cx orn ab>0 矛盾 ,因此 必 有 5= 一 1， 
用 Za wa (SDRE Li Tz ,将 wa (一 1) 归 人 But 2 8u+3 °°" Bm 部 分 。 册 
(a.b — a) —* (b.b — a) 
(6) gu =T (或 更 一 般 地 为 x5; 230 , 仿 情 况 (4) 之 证 。 
(7) Bu = r}, (或 更 一 般 地 为 x ,1223) ,此 时 
Yi) 一 YA. — x$, Lis Ly s , 
(a.b — a,c) —>*> (a,b,c) —> (a+ óc. b.c, 
(a,b — a.c) —* (a+ óc,b —a,c) 一 ~ (a 4- & b+ à c) 
—> (la+ ð ,b,c), 
(a.b — a.c) —* (a+ ,b—a,c) ——* (a+ &.b—a, —óa) 
—> (a-4-ó b, — da) —— (a+ óc. b.c), 


EH IE AI. |b+dc|< bl sx [cl zlalBE G0 V. BB o >00 p 8l la| 7» |a- &c| , 

因此 a(de)<0 H.lc| —2lal. FÆ b(00) «0C B8 Cx 2 a6 00, Bl. 

或 |cj 委 210| Bout lb+0c] ol R] ec >lo BRE C o BE cl la 

| ,于 是 总 可 使 (4,y) y 。 综 上 即 得 欲 证 。 LJ 
引 理 31.4 V n>2,%,=$]5. op iSt E, CZ) 9t] 
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Kerf, cc W, 

证 dH EPIELE Y Xo gigs gw € St, CO) Ker$,, HP wE 

Wasg Eiri) 
1« læ ll < lel ccs xm | Aer geeg,.w = 1 
THA 
| Ber ll = lige | = = Big; en || = 1, 
YV EENE” 的 标准 正 交 基 。 

由 于 8 可 取 任 意 的 Z”" 的 标准 正 交 基 中 向 量 。 因 此 g =l, g g= 
Le goles gig En =l, FH X—1* w-—wcW,.Bl] Kerf, cw, L] 

现在 可 证 

命题 31.6 设 n 之 3, 则 St,(2) 为 E,(Z) 的 中 心 扩 张 且 有 正 合 列 

1 — C, > St,(Z) a E.CZ)— 1, 


HCQ,—i(—1.—1D2zZ;,Rmni-1.—1 Gur xr)!。 

证 由 上 引 理 已 知 Ker, CW,. Wey $8 26 知 

C, = Ker(¢ la) € CCSt, CZD) 

但 一 ={41}.{1,2°}=1, FHC, =({-1,.-1)) = 2. (PH 31.4 EA 
在 Ks Z 中 ord{—1,—1}=2), L] 

定理 31.2 K, Z=({-1.-1})=Z,, 

证 由 引 理 31. 4 可 得 

C= W [| Ker? = Ker? = K, Z 

再 由 上 命题 取 ( 正 向 ) 极 限 即 得 证 。 口 

由 此 定理 与 定理 10. 4 vr 18 

推论 31.3 K, Z"""—zZ,, 

命题 31. 6 事实 上 可 改写 为 

命题 31.6 b nca3.iü e, =e; W 

l, jÆk, i Æl 
E Ley seu] 一 . . 
SL,CZ) = E,CZ) = (<e; eas J — fit EL, 
(ese es = 1 

对 n=2 JERE St; (Z) P, ww, —1, D Jb, Ws 为 循环 群 。 而 由 ord ? 
Ge) —4 Xll Ker— (Cw, 00 ,可 证 有 类 似 于 命题 31.6 的 下 述 结 果 。 

命题 31.7 St;(Z) 为 E,(Z) 的 中 心 扩张 , 且 有 正 合 列 


其 中 C,= (ar pary' ryp) SZ, A 
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一 1 ot 一 1 
C1905, €15 —— €5, 12 21 | 


SL: (Z) = E,(Z) = decns 


(6,0, 62 = 1 

上 述 的 命题 31.3 在 相对 K 理论 中 也 有 重要 的 应 用 。 比 如 ,我 们 可 用 
它 推 出 著名 的 Mennicke-Bass-Lazard-Serre 定理 。 为 此 先 介绍 一 些 概 念 与 
ins 。 | 

it RE =ing,AQR,z; »S-—R/A 为 标准 环 同 态 , 则 得 一 环 

D= {(risr2) |r; CE RA a(n) = x(r,)) 
= (Urner) ERXR|rn =r. (mod A)} 

称 DAR TEA 上 的 双环 (double ring). 

显然 有 环 的 满 同 态 组 成 的 Descartes 方 图 


P, 
D R 
1 rn 
R S-R/A 


K'BoCnn.r2—r.j-—1.2, 
参照 $》9, 记 
K;(R,A) = Ker(Kip2), 2 = 051 
称 为 R 关于 A 的 相对 K; 群 (relative K;-group). id 
GL(R,A) = Ker(GL(a)) = (X € GL(R) | X = I (mod A)}, 
E(R,A) = (le|xr€A.izjb. 
可 证 
K, CR, A) = GL(R,A)/ECR,A) 
~ GL(R,A)/LGLCR),GL(R,A) | 
注意 上 图 中 r 为 满 同 态 , 由 $18 中 K,,K, 和 群 的 正 合 列 ,可 得 下 行 正 合 
的 交换 图 ， 


Ki pi Kır 人 Ko p) Ko 
K, (R.A) K R K, S —-K,CR,A) K,R KS 
y y. 
E EM E 
K, D 7 K: ROK, R K, S -一 一 ”> 下。 D K, ROKR Ko S 
1 B1 ô 0 &o 


其 中 i, ,i 表示 到 第 一 直 和 项 的 标准 单 射 ,zhF>(z,0)。 用 图 追踪 法 ( 见 [ 佟 
文 迁 ,1998j]) 知 ,上 行 也 是 正 合 的 。 注 意 上 面 的 Descartes FAP r 为 满 同 
态 , 由 上 图 下 行 又 可 向 左 延 长 为 K;,Ki,K。 群 的 九 项 正 合 列 ( 见 $18 注 
QD. A Bp 
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命题 31. 8 tw RE Ring, A< R.H z.R — S-—R/A 为 标准 环 同 态 , 则 


有 正 合 列 ( 其 中 0,0 为 连结 同 态 ) 


KR KS K (Ck, A) Ke ER kz 


KiS—> Ko; (R,A) Kop, RR KS 


对 交换 环 R.YX npo 

SLCR,A) = {X € GL(R,A) | detX = 1}, 

SK, CR, A) = SL(R,A)/E(R,A)( 相 对 特殊 K, 85, 

U(A) = (R/A)' = {r © R'| r=1 (mod A) GERR UCR) =R), 
由 定理 5. 3 ,我 们 已 知 对 RE CRing, 

KR 一 R 人 外 SKIR， # SK R = SL(R)/ECR). 
类 似 地 ,可 以 证 明 
K, CR, A) ~ UCA) @ SK, (R,A) 


注意 Ki CR, A> Bi R KS 相当 于 U(A) 一 R' 一 S' 5 SK,(R, 
1P1 1 


A)—>SK,R>SK,S, HH UCAD) ^F R^ HI, Ker(K, P;) GSK, (R,A), FE 


可 得 
引 理 31.5 W RECZRing, A|R, H z. R —S-—R/A 为 标准 环 同 态 , 则 
有 正 合 列 
KR -çy KS SK (R.A) 一 > SR 
由 此 可 证 


命题 31.9 ( Mennicke-Bass- Lazard-Serre 定理 ) 
SK, (Z,nZ) — 1, Vn1 
证 v R-Z.A-—nZ.S-—Z,.Hi ftii 31.3 知 Koz. K, Z>K, Z, 为 满 
同 态 。 因 此 ,由 引 理 31. 5 得 行 正 合 交换 图 


B 


Koz SK, 
K;R —>K,S 1 SK R ——SK;,S 


| || 


KR PRI — SK (R,A)—SK,R SK 


由 5 一 引 理 ( 见 [ 佟 文 廷 ,1998]) 即 知 SK, CR, A) — 1, g 
用 引 理 31. 5 还 可 证 
命题 31.10 设 OF 为 代数 数 域 F 的 代数 整 元 环 , PE Spec Of , 则 
SK, (O;,P)=1 
证 用 引 理 31. 5 中 的 正 合 列 ( 取 S=O0;/P) ,注意 S 为 有 限 域 (由 引 理 
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7. 4) ,因此 Ko S 1 CRE HE 26. 2) ,当然 更 有 SK, S=1, W4 
SK, (Og, p) = SK, (Of) 
(fin $5 YE 1 Milnor-Serre 的 结果 ;SK (Os) =1, dx 
SK, COR, Po —I 
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行列 式 映 射 (determinant map) 
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[1] 
l-adic 完备 化 (Ladic completion) +++. 


IBN 环 (不 变 基数 环 )(IBN ring) EE 


(J) 
迹 ( 代 数 元 的 ) (trace) 


yl BATH (trace ideal) Phe eee 995 G6 5 699 ^88 CER Re ET PU. FO 9 B5 C88 O59 S bh ÀPÀ BRA E59 $8» CRR 895 pos 39 O99 587 ER 
te Ait maximal spectrum) t9 254 240 on naa a so se a mo a nos. 
"ee D| F, 14 


基 ( 底 ) 空 间 (base space) 
加 法 范畴 (additive category) 


AF BE PE (alternative) 和 
交换 半 群 的 完备 化 (compjetion of a commutative semigroup) «t 


截面 (从 的 )(section) 
紧 致 拓扑 空间 (compact topological space) 
局 部 化 (tocajization) 


WAE A F (localization functor) pp oe. 


局 部 环 (local ring) ………………… 


局 部 环 的 K: 群 (K,-group of local rings) te 
Jey Sp PR [n ft AA Clocally finite vector bundle) + 


局 部 域 (local field) .…………………. 


Fo W fk (local rank) os.， 


[K] 


K, PK f- (functor Ky) ee Se $0 559 B94 009 O99 CREQAHÀU VUA "280 E09 UU Fo? o6 222 699 COR 030 


K? Af GB TRO CK? -group? TT" 


Ko B¥ (Grothendieck HÉ)(Ko-group) «emen nmm eee ee ene nee nennen enn nnn nne nnne 
K。 群 的 转化 定理 (resolution theorem for Ko) ee 
K, PAF Cfunctor Ky ) «eese ces sce cen net concen cee ten serene ses cen nee see cee cents see ce 

Ki Hf (Whitehead ##) (Ki -group) serere ser eee cee eee 

K, 群 的 转化 定理 (resolution theorem for K,) eee nemen ene nne eas 


K: PR F (functor K,) 
K, BÉCK;-group) .pe 
K: 3, 


$21 
8 15 


$ 13 
$1 


$ 7, § 23 
$ 19 
84 


$15 
$ 19 
81 
$ 14 
8 14 
84 
$4 
$3 
8 30 
8 14 
8 26 附录 


Ke E on etetrteeaee [ &&9 oe een tap ttt Sas 5 $9758 B9 toy EE ape Gte gdt top ee pok VE. bà eee et etre epee Pee Bee ee 


K; 4n 
Klein Ju 7C 8E (Klein's four-group) 
Krull # (Krull domain) 


Ty 3X 4p sh HE JB Cinvertible fractional ideal) Pee eter errr rr errr err POR ere quA EPOR OUR EAE HUE A 
可 逆 模 (invertible module) "49 9994 060 O96 EU 0 O46 080 à3«40 O99 0240 reer eee AV 08€ ere rrr P555 49 O70 $06 & 50 


[1] 


Legendre 记号 (Legendre symbol) ee 
hr EIOS pullback) ep 


JE (class number) TT 
类 群 ( 理 想 类 群 )(Cctass group) 


离散 赋值 Cdiscrete valuation) 村 
A By HE (HAC DVR) (discrete valuation ring) Sooo nono oe 上 mo or sna 


理想 类 群 ( 类 群 )(ideal class group) 
连续 的 Steinberg 符号 (continuous Steinberg symbol) «eese 
连通 环 ( 不 可 分 解 环 ) (connected ring) 和 


[M] 
mm TK FE ORR Gt Om" power reciprocity LAW) tre eee tee Hm IIR Bee ^58 929 eet gro ns 


Matsumoto E FB ( Matsumoto theorem) w65 286 955 ae Fan C59 895 555 590 Eo9 000 298 esp 999 Fue nt ue 
Mayer- Vietoris 3 Ko BÉ,K, 群 的 六 项 正 合 列 )(Mayer-Vietoris seugence) ………… 


Mennicke 符号 (Mennicke symbol) 


模 的 直 和 消去 问题 (canceljation probem of direct SUIT) the ete ee i cee ss. 


[N] 
Nakayama 5| 38 (NAK 5] #2) (Nakayama lemma) 


[P] 
p-adic 赋值 Cp-adic valuation) «eI 
p-adic 整数 环 (p-adic integer ring) s+ stress ee 


Picard RE (Picard group) eif ses ek 2429 «5 249 230 062 «54 E99 二 和 二 pag P8 ae 54e (9o Pap Us8 2o che eed cr ay oz 


Pic PA (functor Pic) ee 


p UR ^y B aK Cp cyclotomic field) ++: FO Cee she P356 QNA 958 FOU Oa EC ee CONO E89 ae OSs BRE FOR Ne Eas ase nes 
p SbF Ep" exterior power) 999 F8 299 eee EOS FRU V&9 489 £90 8259 eee ee ee ee ee es ee 


PF £R(PF ring) eH Me hehehe tent 
Prufer 3f ( Pruer ring) 


A iR X ul 


$ 31 
$ 31 
$ 23 
$ 19 
§ 2] 
§ 19 


§ 23 
§ 13 
§ 21 
$ 21 
$ 27 
§ 27 
§ 21 
§ 27 

§ 4 


§ 28 
§ 26 
§ 18 
$7 
$1 


§ 3 


§ 27 
$13 
$ 19 
$ 21 
$ 18 
$ 19 
$1 
81 
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#1} Sl} sb CHE ) (discriminant) 


F AL CE SB) RAB (trivial valuation) «mm nnn 
AE AL CAT 280 P SK (trivial extension) m m cetera cer MH HH 


平凡 (可 裂 ) 中 心 扩 张 (trivial central extension) 


[0] 
q- jX f& (q-reciprocity law) 


4 75 [A] CAA) Ctotal space) Oe ae eek ae oa nae One wee mm a sss er oe oo ro vos ote oo。 


CR] 


Rim 定理 (Rim theorem) «nnne nennen nente ee 


rk 自然 变换 (natural transformation rk) 
55 — fA Artin 代数 (weakly triangular Artin algebra) 


[S] 


S! ERS [8] E JA Creal vector boundle over S! ) eee eee eee eee EB ÀER Po: $23 225 $99 999 9&5 


SK; (Or , P) fif (group SK; (Or, P)) 


SK, (CZ. nZ) BF (group SK; (Z,nZ)) esee eene ees nnne ene sen enn nnn enn nnn nn ene 
SL, Z Bf (group JANE 


Spec PR F (function Spec) 


Srl 环 (Srl ring) ee 


St PR T (functor St) eem 
Steinberg 符号 {,} (Steinberg symbol( ,)) 


Steinberg X (Steinberg relation) 69 0085 E989 FU9 bés ORA eee Tee E80 F6 eee 2 RÀ "009 6943 99 950 005 9 


Steinberg Bf (Steinberg group) 
Steinberg [n] Z5 (Steinberg homomorphism) 
— BH YG 3E M (sandwich theorem) 


上 同调 孙子 (cohomojogical functor) Meer 


§ 25, 


上 同调 群 (cohomological group) 于 省 


剩余 次 数 ( 赋 值 )(residue degree) 


数 域 的 K^ Bf CK;-group of a number field) ee eee cow ene en cee mee eee mee ene Bek eee wen 


XX FH (double ring) 

X #8 (prime radical) 

RIX (i) (prime spectrum) 
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$1 
$1 
8 23 
$ 27 
$ 10 
811 


$ 28 
$ 14 


名 词 索引 


素数 次 分 圆 域 的 相对 类 数 (relative class numbers of cyclotomic fields with prime degrees) 
$ 18 


FEVER (primary ring) ep È 3 


[1] 

tame( ll) £z (tame kernel) eee hne hh sce soe ces cesses ces rus cen ven cee t non S 25 
特殊 K, RECE K: 群 , 特 殊 Whitehead HF) (special Ki-group) pp 85 
特殊 Whitehead 群 ( 特 殊 K, 群 , 约 化 Ki BE) (special Whitehead group) «5 $5 
特殊 线性 群 (special linear group) ee 5 
同调 泛 系 数 定理 (universaj coefficient theorem for homology) «5 $12 
le] j a  Chomological functor) coerce ene res os see tne ete eee ces ene eee nee tee nee ote cee Hee tee aes § 12 
[a] 4] FE (homology group)  eeeeeeemenemnme enne emen nne nn cee enn ene nn enn enn nn nn nn en nen § 12 
同 余子 群 问题 (congruence subgroup problem) «m Hee 引言 
Bt 5] 3 (projective COVer) Cees nene enne nee enne nne een tme en ene nn nn nnn nnn ns § 3 
投射 类 群 ( 约 化 群 )(projective class group) 3 
推出 (图 )(Cpushout) - MEDIE ]3 
86 R di £x; Celliptic CULVE) «eth cee cee hene the hn he hme sh ensem enne nen n 9 23 


[U] 
Urysohn $E 8 (9| HD (Urysohn theorem) seem $14 


[w] 

Weil KE F (Weil divisor) «nmn hehe eene hehehe vv $21 
Whitehead 77 5 Zi (Whitehead determinant) — «MH B 
Whitehead BECK, BE) (Whitehead group) «eH HMM 85 
Whitney ffl (Whitney sum) «ehem cen tee seston tee amnem beg hem erem een eee 引言 
外 代数 (Grassmann 代数 ) (exterior algebra) «eee $ 19 
外 积 (exterior Product) — seen entree nennen 上 上】 上】 上 上】 上 上】 § 19 
ZEH (perfect TING) teeth nennen cee enne enn cessor ene nnne tnn nennen tens enn nne § 3 
St 4t RE C perfect grOUP) EE 5 
完全 中 心 扩张 (perfect central extension) temm $ ]] 
ju (place) setis se] eos oss ote pst os tHe a ot sot ese tos et pose a rt bat bre coo sevens § 27 
位 的 赋值 环 (valuation ring of a place) «e Me § 27 
位 的 极 大 理想 (maximal ideal of a place) 27 
位 的 剩余 类 域 (residue class field of a place) 27 
稳定 DD 环 (SD F (stable D-ring) «s HH ÇQ 
稳定 的 么 模 行 ( 可 缩短 么 模 行 )(stable unimodular row) eae. § 6 
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稳定 度 (stable range) eee】 上】 


稳定 环 (Srl 环 ,稳定 度 为 1 的 环 )(stable ring) 


稳定 GE 环 (stable GE ring) «7 cee ee 
Fa E EH CE Elt >) stable isomorphism) 和 上 
稳定 自 由 模 ( 准 自 由 模 )(stably free module) «ee hh heh 


无 单位 元 环 的 K。 群 (Ko-group of nonunital rings) 


[x] 

£T A (fibre) 

纤维 积 (fibre product) 

[3] & JA (vector bundle) +++ +++ e+e e+e 


+R {E RR {E FP (associated valuation ring) tiie 5b VOS P259 $965 9249 49925 925h "^9 eee eee ee eee ee ee 9 
相对 K, fi£Crelative K;-group) I 


相对 K; Bf (relative 民 ij-group)……… see ee 
THX FE BW (relative class number) 

相对 特殊 Ki 群 (relative special K; -group) 
^it BG small category) 

小 骨 士 子 范本 (Csmall skeletal subcategory) 
Uf f£ (tame kernel) 


[Y] 


$6 
$6 
§ 6 
81 
$1 
§ 2 


$8 14 
$13, 8 14 
8 14 
§ 27 
$9 
§ 31 
§ 18 
$31 
8 15 
§ 15 
§ 25 


1 XEhZ-F f AY TE SERE SE OCA) AK (orthogonal idempotent decomposition corresponding to f of 1) 


么 模 行 ( 列 ?Cunimodular row) = 


么 稳定 度 为 1 的 环 (ring with unit 1-stable range) «eem 


BFK (wild kernel7……………. 
— Ri £x TE RE (general linear group) 


d 38 f£ Xe (right hereditary ring) Fes CPP AÁO PCR C94 C09 BO P090 09R das ooo no cos 


A BR HY [a] EE AA (finite type vector bundle) ~ 


预 加 法 范畴 (preadditive category) Pe ere ree Oa qute Oe eo eso to er svo ct oe sot 
24 4b, K, BE (reduced Ki -group) 和 
24 (t RE CBE S 35 RE ) (reduced group) ee 


[Z] 
Zariski 拓扑 (Zariski topology) «rere ene 
JE r EB t8 (augmentation ideal) 
张 量 代数 (tensor algebra) 
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$ 20 
$6 
89 
§ 26 
$5 
$ 12 
$ 14 
§ 15 
$5 
$ 3 


§ 4 
$ 12 
§ 19 


整 分 式 理想 (Cintegral fractiona! ideal) «++: """————————— 


$& Æ (integral basis) 
整 群 环 (Cintegral group ring) 
整体 域 (global field) 


正规 空间 (normal space) *59 E E Re R9 ee Re ee *ab PO ee ee ee Ee ee Bab i EEE] 
正规 位 Cnormal place) St een ee Onn cee eee COE He ONE Boe hat Oe oe ORE OOH Ee HOO HE Oe Hee One EOE est 


IE jn] Æ (directed set) 
正 向 极限 (上 极限 ,内 射 极 限 )(directed limit) 


» IE [n] K (directed SYSTEM) to tects ee eee ee 


正则 素数 (regular prime number) ， 


STE CE, HE) (Support) ee 
直接 扩张 (赋值 )Cdirected extension) «e n M ee eee cue tee ces 


指数 赋值 (exponential valuation) 


Fk eK BW Crank function) cre res cee nee ee n 
"P Es] 3a] e E FC CRT ,孙子 定理 )(CChiense remainder theorem) 


中 心 扩张 (central extension) 
EAA (principal fractional ideal) 
主 除 子 (principal divisor) 


主 同 余子 群 (principal congruence subgroup) +++ 


转移 同 态 (transfer homomorphism) 
p 


HE JEI y CER xg [8] F3 ) Cstable isomorphism) 和 
准 自 由 模 ( 稳 定 自 由 模 )(stably free module) (eMe 


f yù BE subcategory) 

自由 表现 ( 示 )(free representation) 
自由 群 (free group) mmm 

左 ( 同 调 ) 正 则 环 (left regular ring) ee 


名 词 索引 


$21 
$7 
$ 13 
$26 附录 
$ 14 
§ 27 
$ 13 
$ 13 
§ 13 
8 18 
§ 14 
§ 27 
§ 27 
$4 
§ 13 
$ 10 
$ 21 
§ 21 
$9 
$ 18 
$1 
$1 
$ 15 
$ 10 
$ 10 
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记 号 * 


(44 “SE He” “eg” “Re” “BE” “ER” “OB RD” 分 类 排 列 ) 


【范畴 了 

AG (Abel BERR) 

Sun(B) 《〈 拓 扑 空间 B 上 的 从 范畴 ) 

CRing (有 单位 元 的 交换 环 范 畴 ) 

-ge.r M (有 限 生成 左 R- 模 范畴 ) 
.g.FreeeDt (有 限 生成 自由 左 RE TL 
.g. PM (有 限 生成 投射 左 R- 模 范畴 ) 
P.M (有 限 表 示 左 RBH) 

Pre M (有 有 限 投 射 分 解 的 左 RA gU RA) 
.t. "ec(X) (拓扑 空间 X 上 的 有 限 型 向 量 丛 范畴 ) 
( 群 范畴 ) 

PRM (投射 左 R- 模 范畴 ) 

Ring 〈 有 单位 元 环 的 范 栈 ) 

Rng (不 要 求 有 单位 元 的 环 范 上 畴 )》 

SFM (稳定 自由 左 R- 模 范畴 ) 

Vec(B) (拓扑 空间 B 上 的 向 量 从 范畴 ) 

Q.? (范畴 .? 的 回路 范畴 ) 


( ) =e lm =s — lm ma 
1 * * 


LAF] 

ab.ab (和 群 的 Abel (hh) 

E (0) & (iE ) AT) 

E, (nf; GH) RAT) 
Ext? (Hom, 的 第 n 个 右 导 出 函 子 ) 
GL (— MATER RF) 

GL, (nW—-RARER RT) 

336 


记 号 表 


K, (K, 群 函 子 ,i= 一 0,1.2.…) 

H, (Spec R 的 ~ (EXE REX BE PR TO 
H, (第 n SERF) 

H' (n^ EER) 

Hom, (关于 R- 模 同 态 的 Hom KF) 
lim 〈 正 向 极限 孙子 ) 

lim C fet P PR eK T) 

Pic (Pic HRT) 

S RMAF) 

SK, (特殊 K, FER) 

St (Steinberg Bf wif) 

St, (n 阶 Steinberg BE PAT) 

Tor’ GR BERR PPO RUSE n 个 左 导 出 孙子 ) 
O (KARAF) 


K， ( 约 化 (K。 群 ) 函 子 ) 


[i5] 

FFR (有 有 限 长 有 限 自由 分 解 的 模 ) 

M` =Hom, (M.R) (R- 模 M 的 对 偶 模 ) 

M, MEZER P 的 局 部 化 ) 

A'M OB MAY p RIRA) 

OM (EM BY p USK Bt) 

CM (p 个 模 M 的 直 和 ) 

(P) 《有 限 生 成 投射 模 P 的 同 构 类 ) 

LP] (有限 生成 投射 模 P 的 稳定 同 构 类 ) 
rankM (EE M 的 常数 秩 ,IBN 环 上 自由 模 M 的 秩 ) 
rank M OŒ M 在 素 理 想 P 的 局 部 秩 ) 
S'M ( 模 M 关 于 环 中 乘法 闭 集 S 的 局 部 化 ) 
Ao 《有 限 生 成 投射 模 间 的 稳定 同 构 》 

x(M) G& M 的 Euler REXO 


【 群 】 

C= UC, =< {usv ju vE R’ ,uv 二 vy}),K;(R) 的 一 个 子 群 ) 
c.e 《和 群 的 中 心 扩 张 ) 

CG) CHE G 的 中 心 ) 

CICR) ( 整 环 的 理想 类 群 ) 

C, —C, Q0 — KerCely )(K:(R)(K,.,(R)) 的 一 个 子 群 ) 
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-一 


CCR) =CCR.R)=(ifusv}luevER' }) AHA R Ky Ks 和 群 的 一 个 子 群 ) 

CCR. DK; (MAHR. D (RAZR Bg BC {u.v}. u,v€ R^ ,u,v=1 (modi). 
Ks OO X T 3848 I HFE) 

SCR) =CCR,R) =({(a.b) |a.6€ R,1+abER'}) CRM R 的 Ko 群 的 一 个 子 群 ,K 
又 为 局 部 环 时 即 Ko CRD) 

UR,D=K (ONER, D CR ARH BIC (a. la€ 1 R,bER,1ab€E R' 3)， 
K: (RAFE I HTH) 

DCR) GRR Ext d € R^ 与 1,…,1, 的 n 阶 对 角 阵 群 ) 

DOR) ( 环 R 上 对 角 元 为 4€ER' 与 1,….1… 的 无 穷 阶 对 角 阵 群 ) 

DV) CEA BR V 的 (Well) 除 子 群 ) 

ECR GRR EN ows HH) 

ECR) ( 环 R 上 的 初等 (矩阵 ) 群 ) 

E(QR.A)—(e5|izj GR R 相对 于 理想 A HDS CB RO RO 

G’=G/[G.G] (HG 的 Abel 化) 

GE,(R) (AR EBD E,CR) 5 n Bal GH) Xt fa BEE US BPD 

G(R) ( 环 尺 的 G 群 . 即 有 限 生 成 民 - 模 范畴 的 上, 群 ) 

GL,CR) (HR En 阶 一 般 线 性 群 ) 

GL(R,A)=(XEGL(R)|X=I (modA)} ( 环 尺 相对 于 理想 4 的 一 般 线性 群 ) 

G(S) (Abel 半 群 S 的 群 完备 化 ) 

H=UH, (Steinberg 群 StCR) 的 一 个 子 群 

H,—H,(R) (Steinberg fif StCR) P di OH, CR^ ) 生 成 的 子 群 ) 

H(R)=HCR.R) ( 环 尺 的 Steinberg E St(R) 的 一 个 子 群 ) 

H(R.D=((h, GO | iz£ju€ R^ -u=1 (mod 1I)}) (HRA Steinberg 群 StCR) 关 于 理 
想 了 的 一 个 子 群 》 

Z(RY— GQR.R) CARA Steinberg 群 StCR) 的 一 个 子 群 ) 

=(R.D —(OH,(G.blizjaeIqR.o€ R.1cab€ R^ }) (HR Bf Steinberg 群 St 
GO XF 3838 工 的 一 个 子 群 ) 

H,CG,M)=Tor (Z.M) ( 群 G 的 系数 在 ZG- 模 M 中 的 第 n 个 同调 群 ) 

H"(G.M)=Ext;,(27.M) ( 群 G 的 系数 在 2G- 模 M 中 的 第 n 个 上 同调 群 ) 

Idem(R) ( 环 RR 上 对 角 线 上 由 一 有 限 阶 窒 等 阵 与 无 穷 阶 零 矩阵 组 成 的 分 块 对 角 阵 的 
等 价 类 生成 的 半 群 ) 

K,(R)(K,R) GR R 的 K,- 群 ,i==0,1,2,…) 

Ki(R) ( 环 R 的 约 化 Ko,- 群 ) 

K.(R,A) ( 环 R 的 相对 于 理想 A 的 KK, 群 ,i==0,1,2,…) 

K, (R) (St(R) 到 E,(R) 的 标准 同 态 的 核 ) 

K°(B) (拓扑 空间 B bm) ie Aye mea) Ky BF) 

Pic(R) (XH R AY Picard Bf) 
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Proj(R) (有 限 生成 投射 左 尺 模 同 构 类 的 半 群 ) 

PCV) CEM GRRE V 的 主 除 子 群 ) 

R'=U(R) ( 环 尺 的 乘法 群 ( 可 逆 元 群 )) 

rK, (R) —4[M]—EN]€ K. GO |rankpM=rankpN,WP€SpecR} (ZHI R AK. Bf 
的 直 和 项 .H.(R) 的 直 和 和 补 ) 

SK, (R) (交换 环 R 的 特殊 K BPO 

SKi(R,A)= 二 SL(R,A)/E(R,A) (交换 环 尺 的 相对 特殊 上 群 ,Ad RD 

SL(R) (交换 环 R 的 特殊 线性 群 ) 

SL,(R) (交换 环 R HI n 阶 特殊 线性 群 ) 

SL(R.A)={XEGL(R,A) |detX— 1. AQ R} (ERM R 的 相对 特殊 线性 群 ) 

StD =r, (D1i 关 j ,1 R〉 (St(R) 的 一 个 子 群 ) 

St,(R) (HRA n Bir Steinberg RF) 

St(R) (HR fj Steinberg BE) 

SCR. I) — KerCStC RO—SER/ D 

T= T(R)—(Gr,QGOl|icj.a€ RD (CStCR) 的 上 三 角子 群 ) 

T —T(G)D-O,(G)0li2j:a€ RD. (St(R) 的 下 三 角子 群 ) 

TOD =TCROQStCD = (x, (Dli) (St(R) 的 一 个 子 群 》 

TOD=T(RINStCD=62, (D1i>]) (St(R) 的 一 个 子 群 ) 

U(A)==(R/A)' = 二 1r€ER' |r::l (mod A)} ( 环 民 的 相对 单位 (乘法 ) 群 ) 

UCR)=R° (RRIF) 

u.c.e. ( 群 的 泛 中 心 扩张 ) 

vwR)=(A+eydtyr) lzryyER,1I+TzryER (CR 的 一 个 子 群 ) 

V(R) 一 R' /v(R) (R' 关于 wv(R) 的 商 群 ) 


w=Uw, (St(R) 的 一 个 子 群 ) 
n=] 
w,=w,(R)C ew, GU A RAY St, CR) HIF BE) 


[3^1 
CCR) (AR 的 中 心 ) 
COX) (拓扑 空间 和 X 上 的 连续 函数 环 ) 
D 环 (Dieudonné H,Xt— Wn. ff R^ ^ =GL, (R) 的 环 ) 
D, 环 (fi R°” ~GL, (R) 的 环 ) 
DAR  GWdp—XE ff VOR GL, (WA) 
D, £& (使 VCR) 二 GL, (ROH) 
DD (Dedekind( 整 ) 环 ) 
=~ SGF) (q 2078 BRE) 
GE (广义 Euclid 环 ) 
IBN (不 变 基 数 环 ) 
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JOR) Gf R # Jacobson 根 ) 

Ko 环 (ZHAI Ke 群 所 成 的 环 ) 

IgD(R) (AR az IRE) 

MaxR ( 环 的 极 大 (理想 ) 谱 ) 

OF (代数 数 域 FF 的 代数 整 元 环 ) 

PF (有 限 生成 投射 模 都 自由 的 环 ) 

PID ( 主 理想 整 环 ) 

PSF (有 限 生成 投射 模 都 稳定 自由 的 环 》 
PT 环 (投射 平 几 环 , 即 输 等 阵 都 可 对 角 化 的 环 》 
QR) (交换 环 R 的 全 商 环 , 整 环 的 分 式 域 ) 
RG (MR LKATHG HRA) 

R” (AR ER» RH) 

Rp (XRH R 在 素 理想 P 的 局 部 化 ) 
SFF (稳定 自由 模 都 自由 的 环 ) 

SGE (稳定 GEH) 

Spec(R) (RR AEM) jf) 

Sr (稳定 度 为 的 环 ) 

S RCZ R 在 乘法 封闭 集 S 的 局 部 化 ) 
UCP (有 勾 模 列 性 质 的 环 ) 


【其 他 了 

det (TWH .Dieudonné 行列 式 ,行列 式 映射 ) 

diag(di d», ,ds) (对 角 元 为 disd: osd, 的 对 角 和 矩阵 ) 

d.Gr.y) = 1) Oy (mod p). (2 上 关于 指数 赋值 v 的 驯 符 号 ,素数 p—2) 

e, OTC LAG) MBN c( 其 他 元 都 为 0) 的 初等 矩阵 ) 

FI (分 式 理想 集 ) 

FI” (nu^ R) 

h (BO 

h, (2 次 分 圆 域 的 类 数 ) 

h; =hitn) (2 次 分 圆 域 类 数 六 的 第 二 因子 ) 

h, =h (n) On IX AE TB) RY AT SE Bh, 的 第 一 因子 )) 

hr 二 |CICR)| CRIB R 的 类 数 ) 

H, (a,b) =x, (— ba ' )r, Cadr, (bz, C— af ) (Steinberg 群 中 有 助 于 计算 K。 群 的 
元 素 , 其 中 a 一 1 二 abER' .g—1--ba€ R^ ) 

h, GD =w, (uw, (一 ]) (Steinberg 群 中 有 用 的 一 种 元 素 ) 

I (单位 矩阵) 

L Cu 阶 单 位 矩阵) 
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Ix (RRA X 上 的 恒 等 同 态 ( 上 映射)) 

Na) (代数 数 域 中 元 素 a 的 范 ) 

PFI 〈 主 分 式 理想 集 ) 

Ta) (代数 数 域 中 元 素 a 的 迹 ) 

wy (u) =x; GOx;C—u x(u) (Steinberg 群 中 有 用 的 一 种 元 素 ) 
x,;(a) (Steinberg # St(R) 的 生成 元 ) 

Alay...) 《nn 次 代数 数 域 中 ois sos 的 判别 式 ) 

AVD (二 次 数 域 SCVd)( 关 于 整 基 ) 的 判别 式 ) 

y (Euler mt) 

[P] 〈 有 限 生成 投射 模 P 的 稳定 同 构 类 ) 

[A] (AEGL(R) 在 Ki(R) 中 的 同 余 类 ) 

|All =|Op/A| ( 数 域 中 下 中 代数 整 元 环 OF 的 理想 A 的 范 ) 
lall=lalt…+la|l (a=(a sa) EZ") 


( "3 ) (Legendre 记号 ) 


Q ( 模 的 直 和 , 群 的 直 积 、 直 和 , 环 的 直 积 ) 

© ( 张 量 积 ) 

宇 、( 同 构 ) 

{,} (计算 K: 群 的 Steinberg 符号 ) 

CG) (RQ(Q' ) 上 的 关于 素数 2 的 Steinberg 符号 ) 

G9), (QQQO EXTR p 的 Steinberg 符号 ) 

(,). (Hilbert 符号 ) 

[ ] (Mennicke 符号 ) 

[.] 〈 换 位 子 记 号 ,La,8] 二 aba b SX RifELa.b]—ab— ba) 
G^ (计算 K: 群 的 Dennis-Stein 符号 ) 


Te 
| | (推出 图 ) 


| E 
*J 


cx 复数 域 ) 

NK 非 负 整数 加 法 半 群 ) 
CBE HUBS 

RC 实数 域 ) 

Z 整数 环 ) 
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